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Lukion pitkdn matematiikan opetussuunnitelma sisaltaa kolme ”valtakunnallista pakol-
lista kurssia”. Naista toinen, kurssi numero 12, on nimeltaan Algoritmit matematiikassa.
Opetussunnitelma esittaa tallekin kurssille tavoitteet. Ne ovat opiskelijan algoritmisen
ajatelun syventaminen, kykeneminen algoritmien toiminnan tutkimiseen ja selittdmiseen,
iteroinnin kasitteen ymmartaminen ja kyky ratkaista epalineaarisia yhtaloita numeerisesti,
kyky maarittada muutosnopeutta ja pinta-alaa numeerisesti ja kyky kayttaa teknisia apu-
valineita algoritmien tutkimisessa ja laskutoimituksissa. Naiden kurssin otsikkoon hyvin
sopivien tavoitteiden joukkoon on sitten tullut algebran piiriin kuuluva asia, polynomien
jaollisuus. Opetussuunnitelman listaamista neljasta keskeisesta sisallosta kaksi onkin al-
gebraa: polynomien jakoalgoritmi ja polynomien jakoyhtalo. Mikapa siina. Kun koulu-
matematiikka on muodostunut niin laskennolliseksi kuin se on muodostunut, niin melkein
minka tahansa osan voi sijoittaa yleisotsikon algoritmit alle. Toisaalta opetussuunnitelma
mainitsee aikaisemmin sanan algoritmi vain kerran, kun se listaa Eukleideen algoritmin
lukuteorian kurssin ainekseksi. Miten talla kurssilla syventyva algoritminen ajattelu on
alkuaan synnytetty, siita ei opetussuunnitelma kerro.

Molemmat tarkasteltavat oppikirjat aloittavat lyhyella johdatuksella algoritmeihin ja siir-
tyvat sitten polynomien jaollisuuteen. Kumpikaan kirja ei kerro algoritmi-sanan histo-
riasta: sanahan on vaannos 800-luvun Bagdadissa vaikuttaneen Muhammad ibn Musa
Al-Khwarizmin nimesta. Al Khwarizmi kirjoitti kymmenjarjestelmésta, intialaisista nu-
meroista, joiden kaytto edellytti uusia menettelytapoja mm. yhteen- ja kertolaskussa.
Keskiajalla vallitsi kiistoja laskulautaan luottaneiden abbakistien ja kymmenjarjestelman
kayttajien, algoristien valilla. Alakoulun laskento on paljossa algoritmien opettelua.

Polynomien jaollisuuteen molemmat kirjat johdattavat esimerkkien kautta. Tekija kayttaa
jakokulmaa, Juur: puhuu ”allekkain jaosta”, jossa jaettava, jakaja ja osamaara nayttavat
sijoittuvan melko lailla samoin kuin siina jakokulman versioissa, joka taman kirjoittajalle
opetettiin 1950-luvulla. Kumpikaan kirja ei nayta oikein selvasti ilmaisevan sita jakoalgo-
ritmin perusideaa: jaettavasta vahennetddn aina sellainen jakajan monikerta, etta erotuk-
sen asteluku pienenee. Juuri rientaa heti muotoilemaan lauseen, jonka mukaan polynomi
P(z) on jaollinen polynomilla z —a jos ja vain jos P(a) = 0. Kun kirjalla ei tdssé vaiheessa
ole viela kaytossaan polynomin jakoyhtaloa, todistus jaa puolinaiseksi. Tekijdlld lause tu-
lee hiukan myohemmin. Kummassakaan kirjassa ei kuitenkaan perustella sita edellisenkin
kannalta olennaista seikkaa, etta jakoyhtalon jakojaannospolynomin asteluku on alempi
kuin jakajapolynomin.

Korkeampaa kuin toista astetta olevien polynomiyhtéloiden ratkaisemiskeinona Juur:i ker-
too sen, ettd kokonaislukukertoimisen polynomin kokonaislukunollakohdat ovat sen va-



kautta sen sijaan etta huomattaisiin nollakohta suoraan muiden kuin vakiotermin tekijaksi,
jolloin sen on oltava vakiotermissakin tekijana.

Opetussuunnitelmassa ei ollenkaan mainita kasitetta kompleksiluku. Tata omituisuutta
eivat kummankaan kirjan tekijat ndy aivan purematta nielleen, silla kummassakin kirjassa
on jakso kompleksiluvuista. Juur: kayttaa aiheeseen nelja ja Tekija 14 sivua. Jalkimmai-
sen késittely on siis olennaisesti kattavampi ja sisdltda mm. kompleksilukujen graafisen
esityksen modulin ja argumentin avulla. Kirjat tarvitsevat kompleksilukuja algebran pe-
ruslauseen muotoiluun. Todistusta ei oikein voisi kaytossa olevien keinojen avulla yrittaa-
k&aan.

Molempien kirjojen toinen padasia on yhtdlon numeerinen ratkaisu. 7Tekijan johdatus
antaa ymmartaa, ettd yhtalot, joita ei algebrallisesti voida ratkaista, voidaan ratkaista nu-
meerisesti. Juuri lupaa realistisemmin, etta on olemassa algoritmeja, joiden avulla voidaan
loytaa ”yha pienempia vileja, joilla ratkaisu varmasti on”.

Kummatkin kirjat esittavat ensimmaisena numeerisena yhtalonratkaisukeinona puolitus-
menetelmén ja siirtyvét sitten Newtonin menetelméédn. (Juuri mainitsee my6s nimen
Newtonin—Raphsonin menetelmd; Newtonin aikalaisella Joseph Raphsonilla lieneekin ol-
lut ratkaiseva merkitys menetelmén nykyisen formalismin synnyssd.) Sen rekursiokaavan
pohjaksi Tekija kasittelee ensin iterointia yleisesti. Molemmissa kirjoissa on viela luku
yhtdlon f(z) = = likimé&érdisestd ratkaisemisesta iteroimalla. Vain Tekijd pyrkii perus-
telemaan menetelmén suppenemisehtoa |f’(x)| < k < 1 kiintopisteen siséltavalla vélilla;
ehdon kertoo kylla Juurikin.

Opetussuunnitelman vaatimus muutosnopeuden maarittamisesta numeerisesti on synnyt-
tanyt kumpaakin kirjaan derivaattaa ja erotusosamaaria kasittelevan luvun. Ne anta-
nevat syvyytta jo aikaisemmilla kursseilla kasitellyille asioille. Uutena asiana esitellaan
keskeisdifferenssi. Juuri muistaa huomauttaa, etta keskeisdifferenssin kayttaytymisesta ei
kuitenkaan voi paatelld funktion derivaatan olemassa oloa.

Numeerisiin integrointimenetelmiin kumpikin kirja johdattaa lukijan kayrin ja x-akselin
rajaaman pinta-alan approksimoinnin kautta. Aloitetaan ”suorakulmiosddnnoista”, joiden
antamat tulokset riippuvat yleensa siitd, missa osavalin pisteessd funktion arvo lasketaan.
Tekija samaan vauhtiin puolisuunnikassaannon, Juur: viipyy pitempaéan suorakulmiosaan-
non eri versioissa, joita ovat mm. eraissa integraalin maarittelytavoissa esiintyvat yla-
ja alasummat. Tekija esittaa Simpsonin saannon suorakulmio- ja puolisuunnikasmene-
telmien painotettuna keskiarvona. Lukija jaa ihmettelemaan, miksi suorakulmiosumman
painoksi otetaan juuri 2 ja puolisuunnikassumman 1. Juur: perustelee menetelman tu-
tulla ja ymmaérrettavilla tavalla, funktion kuvaajan korvaamisella paloittain paraabelin
kaarilla. Tosin tata kautta syntyvaan lausekkeeseen johtavia laskuja ei tehda — viitataan
vain harjoitustehtavaan, jossa puolestaan kehotetaan kayttamaan symbolisen laskennan
ohjelmistoa.

Tekijan numeerista integrointia kasittelevan luvun viimeinen kohta on ”Maaratty inte-
graali laskimella”. Sen mukaan ”méaratty integraali voidaan maarittaéd laskimella kayt-
taen valmista syottopohjaa tai omaa komentoa” ja annetaan naista esimerkki. Olisi voinut
muistuttaa, etta laskulaitteiden antamat tulokset on usein saatu esitellyistd menetelmista



kehitetyilla algoritmeilla ja ettd ne ovat usein likiarvoja.

Molemmat tarkasteltavat kirjat ovat melko samanlaisia. Tekija on aika monessa paikassa
hiukan perusteellisempi. Kirjassa on erityisesti kompleksilukuja kasitelty selvasti kilpai-
lijaa perusteellisemmin. Mutta jos rajoitutaan opetussuunnitelman vaatimaan sisaltoon,
kirjojen plussat ja miinukset taitavat jakautua melko lailla tasan. Ja kurssiin 12 mennessa
opettaja ja oppilas jo lienevat tottuneet jompaankumpaan sarjaan ja tekevat valintansa
silta pohjalta.



