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Lukion pitkdn matematiikan opetussuunnitelman erikoisuuksia on se, ettd todistaminen,
joka juuri erottaa matematiikan muista tiedonaloista ja joka on koko matematiikan de-
duktiivista rakennetta koossa pitava toiminto, esitelladn vasta lukion matematiikan yh-
dennessatoista kurssissa. Kurssi ei ole edes pakollinen, vaan ”valtakunnallinen syventava
kurssi”. Pitkidn matematiikan oppiméaran voi siis suorittaa tulematta tietdmaan mitaan
epasuorasta todistamisesta tai induktiosta.

Opetussuunnitelma listaa kurssin 11 keskeisiksi sisélloiksi (loogiset) konnektiivit, geomet-
risen todistamisen, suoran, kadnteisen ja ristiriitatodistuksen seka induktiotodistuksen.
Kurssiin on liitetty toinenkin aihekokonaisuus, lukuteoria. Sen keskeiset sisallot ovat ope-
tussuunnitelman mukaan kokonaislukujen jaollisuus ja jakoyhtélo, Eukleideen algoritmi,
alkuluvut ja Eratostheneen seula, aritmetiikan peruslause ja kokonaislukujen kongruenssi.

Historiaan nojaava perinne on kautta aikojen opettanut todistamista ennen kaikkea geo-
metrian yhteydessa. Kun Eukleides on hylatty, niin lukuteorian on kai arveltu tarjoavan
jonkinlaisen korvaavan alustan todistamiseen harjaannuttamiselle. Ja miksikas ei: luku-
teorian alkeet muodostavat kauniin eika kovin vaikean deduktiivisen rakenteen: jaollisuus,
jakoyhtélo, Eukleideen algoritmi, lineaarinen Diofantoksen yhtalo ja viimein aritmetiikan
peruslause.

Esilla olevat oppikirjat kasittelevat opetussuunnitelman maarittamat asiat eri jarjestyk-
sessa. Juuri aloittaa lukuteoriasta ja kasittelee lopussa todistamista, Tekijan jarjestys on
opetussuunnitelman mukainen.

Juuren lukuteoriaa ei voi pitaa mitenkaan todistamiseen ja deduktioon suuntautuvana. Jo
a
jaollisuuden maaritelmé on lahinna toiminnallinen: a on jaollinen n:lla, jos jakolasku —

menee tasan. Tama voi herattda filosofisen kysymyksen: voidaanko kasitetta ollenkaa?l
soveltaa esimerkiksi niin suuriin lukuihin, etta jakolaskun tasan menemista on mahdoton
tutkia? Jaollisuuden siirtyminen summaan ja tuloon perustellaan edelleen jakolaskun tasan
menemisella, ikadn kuin osittelu- ja liitantalakeja ei tunnettaisi. Jakoyhtalo esitetaan sekin
todistuksetta, jakolaskuun ja jakojaannokseen viitaten. Ja asiaan liittyvista esimerkeista
ilmenee, ettd "menee tasan” on asia, jonka voi jattad koneen paatettavaksi. Kun on
muodostettava jakoyhtalo 7451 = 7n + r, niin neuvotaan ensin laskettavaksi, ilmeisesti
laskimella, ettd 7451/7 = 1064,428..., joten n = 1064. Juuri ei esittele jaollisuuden
merkintdd nla.

Perati erikoinen on Juuren suhtautuminen kokonaisluvun alkulukuhajotelman yksikasit-
teisyyteen eli aritmetiikan peruslauseeseen. Se esitetddn tummennetulla pohjalla sivulla
20 ilman mitaan kommenttia tai mainintaa todistamisesta tai todistamisesta jattamisesta.



Nelja sivua myohemmin aritmetiikan peruslauseeseen vedotaan, kun todistetaan niin ikaan
lauseeksi muotoiltu tulos siita, etta jos alkuluku p on tulon ab tekija, niin se on joko a:n tai
b:n tekija. Kaikki tuntemani aritmetiikan peruslauseen todistukset perustuvat kuitenkin
tahan jalkimmaiseen tietoon, jonka todistus palautuu Eukleideen algoritmiin. En saata us-
koa, etteiko asia olisi Juuren kirjoittajille tuttu. Asioiden esittdminen téssa jarjestyksessa
on melko lailla moraalitonta.

Juuren lukuteoriaosa synnyttad yhta ja toista kummasteltavaa. Mainitaan vield sivun
40 maaritelma, joka kertoo asiallisesti, etta a ja b ovat kongruentteja modulo n, jos a =
b+ nq jollain q. Tamén jélkeen kerrotaan, ettd ”kaytetddn merkintdd a = b (modn), jota
kutsutaan kongruenssiksi”. Kasite ja sen merkinta, sama asiako?

Lukuteorian sovelluksista Juuri esittelee mm. RSA-salausalgoritmin ja viivakoodin tarkis-
tusnumeron maaraytymisen. Sitd, miksi RSA toimii, ei ihan lukuteorian kurssin tiedoin
voi selittaa.

Tekija lahestyy lukuteoriaa taman kirjoittajan nakemyksen mukaan selvasti kilpailijaansa
korrektimmin. Jakoyhtalo todistetaan ja edelld mainitulle aritmetiikan peruslauseen kan-
nalta keskeiselle apulauseelle esitetdan kelvollinen todistus. Aritmetiikan peruslause tulee
oikein perustelluksi.

Ehkapa Tekijan paremmuus kilpailijaan verrattuna perustuu siihen, etta se aloittaa todis-
tamisesta itsestaan ja kayttaa sitten lukuteoriaosastoa. Molemmat kirjat jakavat todis-
tusosan kahteen lukuun, joista edellinen kasittelee lauselogiikkaa ja jalkimmainen mate-
matiikassa kaytettavia todistusmenetelmia. Edellisen luvun kohdalla kirjat eroavat mm.
siina, etta vain Tekijad kasittelee hiukan myos predikaattilogiikkaa. Juuren lukija ei tule
tuntemaan kasitetta kvanttori.

Myos todistamista kasittelevissa luvuissa Tekija on Juurta seikkaperdisempi ja tasmal-
lisempi. Se hyodyntaa lauselogiikassa opittuja asioita ja esimerkiksi pohjaa induktioto-
distuksen selvasti induktioaksioomaan, siind missa Juur: kirjoittaa induktiotodistuksen
"lauseena”. Matemaatikolle lause on aina sellainen véittdmaé, joka todistetaan (tai aina-
kin perustellaan, miksi todistus jitetdén esittdméttd), mutta Juuri tuntuu suhtautuvan
termiin avaramielisemmin.

Kumpikin kirja esittelee perinteisesta geometrian oppimaarasta tutut todistuksen osat ole-
tuksen, vaitteen ja varsinaisen todistuksen. Mutta kummastuttaa, ettd epasuoraan tai
ristiriitatodistukseen liittyvaa vaitteen negaatiota, jota pidetaan todistuksessa oikeana, ei
kumpikaan kirja halua kutsua vastaoletukseksi, niin kuin loogista olisi. Aiheeseen liitty-
vissa esimerkeissa vastaoletus tuodaan esiin erilaisin kiertoilmaisuin. Ei ole harvinaista
nahda sinansa oikeita oppilaiden tuotoksia, jotka alkavat ”vastaviitteen” esittamisella.

Matemaattisen kirjoittamisen erikoisuuksia Tekija esittelee myos siten, etta se kayttaa aika
johdonmukaisesti todistuksen paattavaa [J-merkkia ja kertoo myés, ettd sen voi korvata
lyhenteelld m.o.t. Kansainvalistyvana aikanamme ei varmaan olisi haitannut, jos myo6s ged
olisi mainittu. Juuresta ei tallaisiakaan tietoja silmaan satu.

Olen naissa esittelyissani korostanut, etta katselen kirjoja matemaatikon silmin. Useim-
pien kurssien kohdalla en ole olennaista eroa teksteistd osannut loytaa. Talla kertaa on
sanottava, ettd kriteerieni mukaan Tekija on selvasti parempi. Onko néin kiytannoén ope-
tustyon kannalta, on kysymys, johon en osaa kantaa ottaa.



