Pitka matematiikka, integraalikurssi

Markus Hahkioniemi, Satu Juhala, Petri Juutinen, Sari Louhikallio-Fomin, Erkki Luoma-
Aho, Terhi Raittila ja Tommi Tikka : Juuri 9. Integraalilaskenta. 156 s. Otava 2015.
Hinta tammikuussa 2019 eri verkkokaupoissa 23,20 — 27,75 euroa.

Paavo Heiskanen, Paivi Kaakinen, Jukka Lehtonen, Mika Leikas ja Jorma Tahvanainen:
Tekija. Pitkd matematiikka 9. Integraalilaskenta. 160 s. Sanoma Pro 2017. Hinta
tammikuussa 2019 eri verkkokaupoissa 21,10 — 27,40 euroa.

Suomessa ja monissa muissakin kulttuureissa on pitkaan ollut tapana niputtaa matemaat-
tisen analyysin perusmenetelméat yhdeksi opiksi, differentiaali- ja integraalilaskennaksi.
Anglosaksit kayttavit lyhennenimed calculus. Kursseiksi paloitellussa lukion pitkdn mate-
matiikan oppimaarassa taman opin jalkimmainen osa tavataan vasta yhdeksannessa kurs-
sissa. Opetussuunnitelma listaa kurssille nelja sisaltoa: integraalifunktio, alkeisfunktioiden
integraalifunktiot, maaratty integraali ja pinta-alan ja tilavuuden laskeminen.

Historiallisesti integraali on kehittynyt erilaisista menetelmista maarittaa suureita, jotka on
jaettavissa sellaisiin pieniin osiin joiden mittojen summana suure ilmentyy. ” Differentiaali-
ja integraalilaskenta” syntyi Newtonin ja Leibnizin oivalluksesta, jonka mukaan summa
oli usein helppo maarittda ”differentioinnille” kadnteisend operaationa. Tavallinen tapa
opettaa integraalilaskentaa on lahtea tasta kaanteisesta operaatiosta. Tama ajatus nakyy
myo0s opetussuunnitelman sisaltoluettelosta.

Lukion pitkdn matematiikan kaksi vaihtoehtoista oppikirjasarjaa seuraavat yleensa mo-
lemmat jokseenkin tarkoin opetussuunnitelmaa ja ovat senkin vuoksi kovin samanlaisia.
Kurssi 9:n kohdalla on kuitenkin toisin. Juuri noudattaa opetussuunnitelman jarjestysta,
mutta Tekija lahtee rohkeasti seuraamaan historiallista ja epaileméatta motivoivampaa
jarjestysta alkamalla esityksensd méaaratysta integraalista. Derivoinnin kaantdminen toi-
sin pain on toki napparaa, mutta alkuun ei ole selvaa, onko se kovin merkittavaa.

Tekija aloittaa integraalilaskentansa ilmoittamalla valilla [a, b] jatkuvan funktion ma&ra-

tyksi integraaliksi
b
/ f(x)dx

(molemmat kirjat noudattavat tdmén kirjoittajan mielestd perusteetonta kayténtoa kir-
joittaa differentiaalin d kursiivin sijasta antiikvana d) tasavélisiin jakojen liittyvien funk-
tion alasummien raja-arvon, kun jako-osien maara kasvaa rajatta. Pian kirja kertoo, etta
madritelma voidaan yleistaa ei-jatkuviinkin funktioihin. Than néin yksinkertaistahan asia
ei ole, jotain sdannollisyydesta on tiedettava. Maaratty integraali kytketdan funktion
kuvaajan rajaaman alueen pinta-alaan, ja tata kautta johdetaan integraalin lineaarisuuso-
minaisuudet ja additiivisuus integroimisvélin suhteen. Johto edellyttaa, niin kuin kirja
huomauttaakin, sen, etta funktio sailyttad merkkinsa.

Tekijan omaksuma tie ei ole ihan silea. Laskuesimerkkeja ei alkuun juuri voi esittaa, kun
helppojenkaan funktioiden integraaleja ei voi laskea. Tehtava, jossa olisi sovellettava line-
aarisuutta yksinkertaisen polynomifunktion integroimiseen, vaatii, etta kerrotaan erikseen
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Differentiaali- ja integraalilaskennan peruslauseen pohjustukseksi Tekija maarittelee ker-
tymdfunktion

ja

Kalt) = [ st

Maaritelma ei ole ristiriidassa sen kanssa, miten termia sen tutussa ymparistossa, satun-
naismuuttujan yhteydessé kdytetdén. Yhtalon K/ (t) = f(t) johto tehd&én jélleen pinta-
aloihin turvautumalla. Kirjassa kylla viitataan siihen, etta johto olisi tehtavissa ”analyyt-
tisesti”, muttei kerrota, miten.

Seka Tekija etta Juuri jattavat kasittelematta muuttujan vaihdon integraalissa. Sijoitus-
menetelmén sijasta esitetdan ”yhdistetyn funktion integroimissaédnto”: jos U’ = u, niin

Sen avulla selvitaan ainakin helposti tapauksista, joissa s on lineaarinen funktio. Tahéan
liittyen: Tekiji esittii yleisen eksponenttifunktion a®* = e*'™¢ integroinnin vain harjoi-
tustehtavassa, Juuri tekstissakin.

Juuri noudattaa perinteista tapaa esittaa integrointiin liittyvat asiat. Nain lienevat ope-

tussuunnitelman laatijatkin ajatelleet. Heti aluksi integraalilaskennan paatehtavan kerro-
taan olevan derivoinnin kdanteisoperaation selvittaminen. Niinpé esitys alkaa integraali-

funktiosta
/ f(z)dz.

Tata tietéd kuljettaessa ensimmainen ihmettelyn aihe on integraalifunktion omituinen mer-
kintatapa. Juuri tata perustelee, mutta perusteluissa tuntuvat derivaatan ja differentiaa-
lin késitteet menneen sekaisin. Esiteltydan ensin polynomifunktioiden integraalifunktiot
Juuri kertoo maaratyn integraalin
b
/ f(x)dx
a

olevan erotuksen F'(b) — F'(a) lyhennysmerkintd, kun F' on jokin f:n integraalifunktio.
(Kansainvélisend aikanamme ei kai olisi ollut pahitteeksi kertoa, ettd merkintaa

ei juuri muualla née kuin Suomessa.)



Ei-negatiiviselle funktiolle f Juuri méaéarittelee totuttuun tapaan pinta-alafunktion A, ja
osoittautuu, ettd A’(x) = f(z). Kun pinta-alaa voidaan approksimoida funktion ala- ja
ylasummilla, saadaan kytkenta tallaisten summien ja maaratyn integraalin valille. Juuren
tekstista ei selvaan kay ilmi, mita funktiosta tassa yhteydessa f oletetaan.

Molemmat kirjat paattavat esityksensa tilavuuskysymyksiin. Kun kaytossa on vain yhden
muuttujan funktion integrointi, joudutaan tyytymaan sellaisiin tilavuuksiin, jotka voidaan
jakaa yhdesta muuttujasta riippuviin tilavuusalkioihin. Pyorahdyskappaleet ovat tallaisia.
Molemmat kirjat esittavit hiukan yleisemmaéankin tilavuudenlaskemiskaavan
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ja Juuri siita seuraavan Cavalierin periaatteen.

Muutama pikku havainto viela. Juuri kertoo mekaniikan vakiintuneiden ajan, matkan,
nopeuden ja kiihtyvyyden symbolien ¢, s, v ja a olevan naita tarkoittavien englannin sa-
nojen alkukirjaimia. Kylla kai naméa latinaan palautuvat kirjaimet ovat olleet yleisessa
kaytossa jo ennen englannin valtakautta. Harjoitustehtavat ovat kovin usein numeerisia,
ja kirjojen lopussa olevissa vastausluetteloissa on vain lukuarvoja. Esimerkiksi Tekijan
harjoitustehtavassa 300 pyydetaan laskemaan tietynmittaisten ympyratoruksien tilavuuk-
sia, ja vastaukset ovat lukuarvoja. Téallainen tehtava olisi aika hauska ihan yleisin mitoin,
tuleehan tilavuuden lausekkeeseen kerroin 72, miké ei niin kovin tavallista ole, ja tilavuus
osoittautuu samaksi, kuin lierion, jonka pohja on toruksen leikkausympyra ja korkeus
sama kuin sen ympyran keha, jonka side on etiisyys toruksen keskipisteestd toruksen
leikkausympyroiden keskipisteisiin.

Matematiikan historiakin osoittaa, etta integraali ei ole helppo kéasite. Koulukurssissa on
ilmeisesti valttamatta jatettava yksi jos toinenkin detalji kasitteleméatta. Arvioitavina ole-
vat kirjasarjat ovat valinneet eri tiet. Vaikea on sanoa, kumman valinta on ollut viisaampi.
Luultavasti Juuri on talla kertaa helpommin lahestyttava teksti.



