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Derivaattakurssi

Matematiikan pitkan oppiméaran kuudes kurssi on saanut otsikon Derivaatta. Otsikon kéa-
sitteen lisdksi kurssiin on sisdllytetty rationaalifunktio. Funktion yleinen késite on esitetty
oppimaaran aloittavassa, pitkan ja lyhyen oppiméaaran yhteisessa kurssissa ja kurssissa 2
on késitelty polynomifunktioita. On jo aikakin kasvattaa funktiotarjotinta. Kurssin ta-
voitteisiin kuuluvat sitten ” havainnolliset kasitykset” funktion raja-arvosta, jatkuvuudesta
ja derivaatasta ja derivaatan kdyttd (nimenomaan) polynomifunktioiden ominaisuuksien
selvittdmiseen. Yleisemmat funktioihin liittyvat kasitteet kuten funktioiden yhdistdminen
ja kaanteisfunktio saavat viela odottaa vuoroaan.

Kilpailevat oppikirjasarjat ovat kuudennen kurssin kohdalla varsin lahella toisiaan. Kumpi-
kin jakaa aineiston viiteen lukuun. Naista kolmella ensimmaisella on molemmissa kirjoissa
sama nimi ja kahden viimeisenkin nimissa on vain se ero, etta Juuren otsikkojen sanaa
kulku vastaa Tekijan otsikoissa sana derivaatta. Harjoitustehtavien lukumaarassa Tekija
voittaa: siind on 342 tekstilukuihin liittyvaa tehtavaa ja lopussa viela 103 kertaustyyppista
tehtavaa. Juuressa on 273 numeroitua harjoitustehtavaa ja lisdksi 37 kertaustehtavaa. Te-
kija jakaa tehtavansa kahteen kategoriaan, perustehtavia sisaltavaan sarjaan I ja perus-
seka vaativampia tehtavia sisaltavaan sarjaan II. Juur: jakaa edelleen tehtaviansa kolmeen
kategoriaan, joita kutsutaan ydintehtdviksi, vahvistaviksi tehtaviksi ja syventaviksi tehtd-
viksi. Juuren vastausosastossa on ensin vihjeitd (71:een numeroituun harjoitustehtévain)
ja sitten vastauksia. Jos tehtavananto alkaa sanalla ”osoita”, Juuren vastausosastossa on
tehtavan numeron kohdalla pelkka viiva. Tekija nayttaa antavan jokaiselle tehtavalle joko
vastauksen tai muun ratkaisuun johtavan viitteen. Tekijan ratkaisuosasto onkin kaikkiaan
hiukan laajempi kuin Juuren.

Tarkastelun kohteena olevista oppimateriaaleista Tekija aloittaa esityksensa palauttamalla
mieliin eraita funktioon liittyvia kasitteitd. Palautetaan mieliin, ettd ”Funktio on sdanto,
joka liittaa jokaiseen maarittelyjoukon lukuun tasmélleen yhden luvun, jota kutsutaan
funktion arvoksi.” Kun kaantaa sivua, saa sitten eteensd maéaaritelman, jonka mukaan



”Funktion maarittelyjoukko muodostuu niista luvuista, jotka voidaan sijoittaa funktioon
muuttujan paikalle.” Kehaa kuljetaan. Juur: ohittaa nama tarkastelut.

Rationaalifunktioon Tekija paasee kertomalla, ettd murtolauseke on kahden polynomin
osamadra ja ettd rationaalifunktio on funktio, jonka lauseke on polynomien ja murto-
lausekkeiden summa. Onko siis funktio, jonka lauseke on
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rationaalifunktio? Juuri puolestaan ilmoittaa hiukan valjemmin, etta rationaalifunktio on

funktio, jonka lauseke voidaan kirjoittaa kahden polynomin osaméaarana

P(x)
Q(x)

Juuri esittdd tédssd kohdin késitteen méadrittelyehto. Se on tietysti Q(z) # 0. Ehdon sa-
notaan osoittavan funktion maarittelyjoukon. Toisaalta maarittelyjoukon kerrotaan muo-
dostuvan ”niistd kohdista, joissa funktion arvo voidaan laskea”. Aika tulkinnanvaraista.
Maarittelyehto on myos Tekijalld. Silti Tekijd esittelee esimerkin

xt—x 1

g(z) = —t o3

ja kirjoittaa eksplisiittisesti g(0) ja ¢g(3); kun g:n lausekkeeseen tulee nollanimittéjé, tode-
taan, ettd 0 ja 3 eivat kuulu g:n maarittelyjoukkoon. Kehalta nayttaa taas.

Rationaalilausekkeet johtavat havaitsemaan, ettd lukion kursseissa ei ole viela harjaan-
nuttu laskemaan. Molemmat kirjat antavat lyhyet ohjeet murtolausekkeiden yhteenlas-
kulle ja supistamiselle. Rationaalifunktion nollakohtia ja rationaalifunktion ma&rittaméan
epayhtalotehtavan aika ilmeisille ratkaisuille kumpikin kirja omistaa lyhyen luvun. Kun
naissa yhteyksissa on melkein vaistonvaraista ajatella tarkasteltavan osoittajan ja nimit-
tajan nollakohtien maarittamia valeja, niin Tekijan Lauseen statukseen kohottaman ja
korostettuna painaman virkkeen hyva tarkoitus peittaa sen sanatarkasti luettavan sisallon
huvittavuuden ”Rationaalifunktion arvot voivat vaihtaa merkkidan ainoastaan funktion
nollakohdissa ja kohdissa, joissa funktio ei ole maaritelty.” Lauseen alapuolella onkin sama
muodossa, joka ei aiheuta hymyilya: ”Funktion nollakohdat ja kohdat, joissa funktio ei
ole maaritelty, jakavat lukusuoran osavaleihin. Kullakin osavélilla funktion arvot sailyvét
samanmerkkisiné (joko positiivisena tai negatiivisena).” Miksei tdmé& ole ”lause”?

Opetussuunnitelma antaa tavoitteeksi sen, ”ettd opiskelija omaksuu havainnollisen kasi-
tyksen funktion raja-arvosta, jatkuvuudesta ja derivaatasta”. Kyse on siis muutamasta
matemaattisen analyysin peruskasitteesta. Juuwri esittda varsin pelkistetyn raja-arvon
madritelman: ”Funktion f raja-arvo kohdassa a on luku b, jos funktion arvo lahestyy
lukua b, kun x ldhestyy kohtaa a. T&lloin merkitain ilir(lz f(x) = b Tekijgn méaritelmé

on parempi, siind muistetaan kertoa, ettd ”Lahestymisen tulee olla sellaista, etta funk-
tion f arvot saadaan niin lahelle lukua b kuin suinkin halutaan, kunhan muuttujan arvot



viedaan riittavan ldhelle lukua a.” — Tahankin voisi pahantahtoinen kommentaattori huo-
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mauttaa, ettd méaidritelma saattaisi taipua antamaan funktiolle sin — jonkin raja-arvon
origossa. Mutta eihan opetussuunnitelma edellyta kuin ”havainnollista kasitysta”.

Tekijd on muutenkin hiukan seikkaperédisempi raja-arvoa esitellessdan. Se esittaéd raja-
arvon rationaaliset laskusaannot, jotka Juuri olettaa ilman muuta pateviksi. FEi Teki-
jakadn laskusaantoja perustele. Kun kaytossd ovat vain rationaalifunktiot, laskuséan-
noista seuraa heti, etta funktion raja-arvo onkin sen arvo ainakin sielld, missa funktio on
maaritelty. Nimittajan nollakohdat ovat nekin aika yksinkertaisesti kasiteltavissa. Juuri
omistaa alaluvun toispuolisille raja-arvoille, Tekijakin ne maarittelee ja muistaa viela muo-
toilla lauseeksi (todistamatta tietenkin) sen etté raja-arvon ;ILI}Z f(x) olemassaolosta seuraa

lim | ()] = |lim f(z)|.

Kumpikin kirja antaa funktion jatkuvuuden mééritelméksi kohdassa a ehdon lim f(z) =
r—a

f(a). Onko tdméa opetussuunnitelman edellyttdméé ”havainnollisuutta”, saattaa olla tul-
kinnanvaraista. Molemmat kirjat kasittelevat huolellisesti ilmeisesti erdan takavuosien
ylioppilastutkintotehtévén esiin tuomaa seikkaa, jonka mukaan funktiota voi kutsua epéa-
jatkuvaksi jossain pisteessd vain, jos se on tassa pisteessd madritelty. Nain ollen yleista

puheenpartta, jonka mukaan — olisi epajatkuva origossa, on pidettava virheellisena. Juuri
x

esittdd méadritelmén "Funktio on jatkuva valilla [a, b], jos se on jatkuva kyseisen vélin
jokaisessa kohdassa.” Itse olisin taipuvainen — ainakin ”havainnollisesti” puhuessani — pi-

tamadn — epdjatkuvana vélilla [—1, 1], kun ei se kerran voi méaérittelemattoméana jatku-
x

vakaan origossa olla, mutta Juuri vaatii, etta funktion tulee olla kaikissa valin pisteissa
maaritelty. Samoilla linjoilla on toki Tekijakin. Suljettua valia varten se tarvitsee viela
kasitteet oikealta ja vasemmalta jatkuva.

Kumpikin kirja nimeaa kolmannen paalukunsa Derivaataksi ja aloittaa tarpeellisella huo-
mautuksella siita, ettd kysymys on muutoksesta ja sen nopeudesta. Tekijd kertoo mil-
tei heti, ettd derivaataksi f’(a) kutsutaan funktion kuvaajan kohtaan x = a piirretyn
tangentin kulmakerrointa. Juur: lahtee ensin esittelemaan erilaisia muuttuvia suureita,
esittaa keskimaaraisen muutosnopeuden kuvaajien avulla ja ilmoittaa veren puudutusai-
neen pitoisuutta ajan funktiona esittdvén kéyrén (silmémaédréisesti) piirretyn tangentin
kulmakertoimen olevan pitoisuuden muutosnopeus. Kuvassa tangentti on laskeva suora,
joten muutosnopeus on negatiivinen. Runsaiden esimerkistojen jalkeen kirjat paasevéat
esittamaan derivaatan maaritelman erotusosamaaran raja-arvona, Tekijan mukaan

fla+h) = f(a)

f(a) = Jinm, h
ja Juuren mukaan
f'(a) = lim f(@) = Jla), (1)

r—a r—a

Jostain syystd Tekijd on sijoittanut muodon (1) ”Syventdvaa tietoa” -otsikon alle. Deri-
vaatan raja-arvomuotoisen maaritelman jalkeen molemmat kirjat sitten méaarittelevat f:n
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kuvaajan tangentin suoraksi, jonka kulmakerroin on f’(a). Molemmat kirjat méaarittele-
vat derivaattafunktion (joka historiallisesti on sekd sanan derivaatta ettd merkinnén f’
takana), ja Tekijd muistaa mainita, ettd derivaattafunktiolla saattaa olla myos derivaatta-
funktio f” jne. Juuren lukija kohtaa toisen derivaatan vain myohemmin vastaan tulevassa
esimerkkitehtavassa, jossa kysytaan hetkea, jolloin ladkeaineen pitoisuus vahenee nopeim-
min.

Jotta polynomifunktioiden derivaattoja voitaisiin muodostaa, on oltava tieto potenssien
derivaatan muodostamisesta ja tieto derivointioperaation lineaarisuudesta. Edelliseen tie-
toon kumpikin oppikirja johdattaa muutaman derivaatan maaritelman perusteella lasketun
pienen eksponentin tapauksen kautta. Juur: perustelee menettelyn yleiselle eksponentille
(perusteluna ”sulkujen auki kirjoittaminen”), Tekijd taas viittaa todistuksessa harjoitus-
tehtavaan, jossa derivointikaava pyydetaan todistettavaksi induktiolla, mutta samalla il-
moitetaan induktion opetuksen tapahtuvan kurssissa 11. Derivaatan muodostuksen line-
aarisuutta Tekija perusteleekin, Juurelle se on ilmoitusasia.

Enta funktioiden tulon derivaatta? Tekijd perustelee kaavan manipuloimalla erotusosa-
maarad kaikkiaan kymmenen rivin yhtaloketjussa. Juuri lykkaa koko kaavan esittamisen
rationaalifunktion derivaatan kasittelyn yhteyteen ja selvida hiukan vahemmilla yhtaloilla.
Juuri kertoo lisdksi, ettd tulofunktion derivaattaa ei kurssissa tarvita muuta kuin osa-
madran derivaatan kaavan johtamiseen. Molemmat kirjat sitten johtavatkin osamé&aran

x
h(x) = % derivointikaavan kertomalla ensin, ettd h voidaan erotusosaméérié tarkaste-
g(z
lemalla osoittaa derivoituvaksi ja ratkaisemalla b’ yhtdlosta f'(x) = h(z)g'(z) 4+ g(x)h' (z).
Yksi uskottelukohta olisi voitu ohittaa, jos olisi manipuloitu osamaaran erotusosamaaraa

hyvin samalla tapaa kuin tulonfunktion tapauksessa.

Derivaattaa voidaan kayttdaa funktion kulun ja aariarvojen tutkimiseen. Kun derivaatta
on paikallisesti maaritelty suure, syntyy ongelmaa globaalimpien ominaisuuksien suhteen.
Jos esimerkiksi tiedetdan funktio kasvavaksi, on aika ilmeisté, ettd sen derivaatta ei voi
olla negatiivinen. Mutta se, etta derivaatan ei-negatiivisuus implikoi kasvamisen, perus-
tellaan yleensa differentiaalilaskennan véaliarvolauseen avulla. T&dman molemmat kirjat
muistavat sanoa, ja Juuressa on valiarvolauseen ymmarrettavaksi tekeva kuvakin. Sen
sijaan se keskeinen tosiasia, ettd suljetulla jatkuvalla funktiolla on suurin ja pienin arvo
joudutaan ottamaan kayttoon vain kertomalla, etta asian todistaminen edellyttaa lukion
kurssin ylittavia tietoja. Nainhan asia onkin.

Olen aikaisemmin kritisoinut koulukirjoja, nytkin esilla olevia sarjoja, siita, etta ne eivat
suostu sovittamaan omalle rivilleen ladottavia kaavoja muuhun tekstiin ja esimerkiksi jat-
tavat ne valimerkeittd. Seka Tekija ettd Juur: nayttavat nyt horjuvan. Samalla sivulla
saattavat jotkin kaavat olla oikeilla valimerkeilla varustettuja, toiset taas eivat. Ja mo-
nesti kaavojen viereen on eri kirjasinlajilla ja sinisella véarilla ( Tekijd) tai keltaisella pohjalla
(Juuri) painettu tekstid, jonka voisi ajatella olevan esimerkiksi kaavaa taululle kirjoittavan
puhumaa selitystd. Askel matematiikassa normaalin kielenkayton suuntaan on otettu.

Opetussuunnitelman kurssille asettaman kuuden tavoitteen joukossa on myos se, etta opis-
kelija osaa kayttaa teknisia apuvalineita kurssiin liittyvien tehtavien ratkaisemisessa. Hyva



niin, mutta silti pysayttava on Juuren harjoitustehtava, jonka a- ja b- kohdissa on osoitet-
tava, etta tietty lukujono toteuttaa kaksi yksinkertaista epayhtaloa, ja c-kohdassa sitten
pyydetaan sopivaa ohjelmaa kayttaen ”varmistamaan a- ja b-kohtien tulokset”. Kone
tietad enemman?

Trigonometrisia funktioita

Pitkdan matematiikan seitseménnen kurssin opetussuunnitelma antaa itsessaan jotenkin
lapsellisen vaikutelman: siina ilmaistaan eksplisiittisena tavoitteena, etta oppilas osaa kaa-

. ) sin . . . . .. .
vat sin® z + cos?z = 1 Jja tanx = . Opetussuunnitelman listaamien seitseman tavoit-

CoS T
teen ja viiden keskeisen sisallon joukossa on yksi trigonometrisia funktioita yleisemman

tason asia, yhdistetty funktio ja sen derivaatta. Trigonometriset funktiot rikastuttavat
hiukan analyysia, jota toistaiseksi on harrastettu vain polynomi- ja rationaalifunktioilla.
Matematiikan perinteen mukainen késittelyjéarjestys olisi kaikkien alkeisfunktioiden kayt-
toon otto ennen esimerkiksi differentiaalilaskennan mukaan tuloa.

Sisallysluetteloa katsoen selvin ero Tekija- ja Juuri-sarjojen seitseménnen kurssin esit-
telyssa on taman yhdistetyn funktion ja sen derivaatan sijoittamisessa. Tekijd aloittaa
siitd. Juur: taas on asettanut yhdistetyn funktion késittelyn kirjan viimeiseksi luvuksi.
Sijoittamisella ei ole suurta merkitysta. Kumpikin kirja esittda yhdistetyn funktion deri-
voinnin, ketjusaannon, johdon erotusosamaaran avulla. Vain Juuri muistaa huomauttaa,
etta muotoon

(wos)(x+h)—(uos)(x) _ u(s(z+h)) —u(s(z) s(@+h)—s()
h s(x 4+ h) — s(z) h

kirjoitetussa erotusosamaarassa saattaa tulla nollallajakamistilanne. Miten asiasta selvit-
taisiin, jaa kuitenkin kertomatta. Kumpikaan kirja ei mainitse tilannetta, jossa sisakkain
olisi useampia funktioita. Ketjusaannon yleistaminen tallaisiin tapauksiin olisi kuitenkin
aivan triviaalia.

Varsinaisen trigonometriaan liittyvan asian kumpikin kirja aloittaa radiaanin maaritte-
lysta. Juuren esittamastd maaritelmésta nayttaa seuraavan, etta radiaanin yksikko on
pituuden yksikko! Toisaalta Juuri esittda joukon tyyppid 360° = 27 olevia yhtéaloita ja
"lauseen”: ”Jos ympyran sade ei ole 1, kulman suuruus radiaaneina saadaan jakamalla
kaaren pituus sateella.” Tekija on tassa korrektimmilla linjoilla.

Molemmat kirjat esittavat yleisen kulman sinin ja kosinin normaalilla tavalla yksikkoympy-
ran kehépisteen koordinaatteina. Kulman tangentti sen sijaan saa vaihtelevan kasittelyn.
Tekijan mukaan kulman tangentti on sen sinin ja kosinin osamaara, kun kosini ei ole nolla,
mutta Juuren mukaan kulman tangentti on sen tangenttipisteen y-koordinaatti. Tangentti-
piste taas on se piste, jossa suora, johon muuttuvan kulman kiertyva kylki kuuluu, leikkaa
yksikkéympyran pisteeseen (1, 0) asetetun tangentin. Mutta Tekijikin tarvitsee tangent-
tipistetta esimerkiksi maaritellakseen tangenttifunktion ja loytaakseen sen jakson. Lukija
ihmettelee, miksei yhteys
sin(x +7) —sinz  sinz

tan(xz 4+ m) = = = = tanx
cos(r+m) —cosx  coSx




riitd. Kun sitten tullaan tangenttifunktion derivaattaan, niin tangentti on taas sinin ja
kosinin osamaara. Olisiko niin, ettd tekijakollektiivin eri jasenet ovat kirjoittaneet omia
jaksojaan, ja yhdenmukaistava koordinointi on jadnyt kesken?

Derivaatan esittelyssa Juur: voittaa. Sinin derivaatta perustellaan. Tosin tarvittavat
apuneuvot, sinin yhteenlaskukaava ja raja-arvo

inh
sinh _

lim

h—0
on esitetty harjoitustehtavissa, joihin derivaatan johdossa viitataan vain kirjan luvun tark-
kuudella. Tekija maarittelee vain tylysti sini- ja kosinifunktion derivaatat esittamatta
asioille muuta perustelua kuin ”tutkimustehtavan”, jossa pyydetadn piirtamaan — arvatta-
vasti jotain ohjelmaa kayttaen — sini- ja kosinifunktioiden kuvaajat ja maarittdméaan niista
derivaatan arvo viidessa pisteessa.

Kaiken kaikkiaan hiukan hammentad molempien kirjojen tapa ensin maaritella sinx ja
cosz kaikille suunnistetuille (tai suunnatuille) kulmille ja siis kaikille reaaliluvuille z ja
aloittaa sitten uusi luku, jonka sisalto on ”sini ja kosini funktioina”. Hammennysta ei
ainakaan vihenna Tekijin toteamus ” Kosinifunktion cosz arvo on kulman x kehéapisteen
x-koordinaatti.” Miksi kulman symbolina on x, kun eletaidn koordinatistossa, jonka pistei-
den totunnainen esitys on (z, y)? Miksei sint, cost? Helposti paremmaksi kohennettavia
ilmauksia loytyy Juurestakin. Maariteltyaan funktion f, jonka arvo on kulman z tan-

T
gentti, kirja toteaa, "ettd funktion f arvoa ei voi laskea kohdissa z = — 4+ n - w,” vaikka

edellisessé kurssissa on opittu, etta funktiolla on méarittelyjoukko. Voi kuvitella funktion
ja maarittelyjoukon pisteen, jossa funktion arvon laskeminen ei onnistu, mutta tassahan
ollaan selvasti maarittelyjoukon ulkopuolella. Ja jos tana = a, niin ”yhtalon tanx = a
taydellinen ratkaisu” ei ehké olisi "o = o+ n - 7, missa n on miké tahansa kokonaisluku”.
Jokainen téllainen luku lienee yhtalon yksittainen ratkaisu.

Tallaiset hiuksenhalkomiset jaakoot. Mutta vakavana puutteena on pidettava sita, etta
kumpikaan kirja ei hiiskahda sanallakaan kolmesta muusta ainakin englanninkielisissa
luonnontieteellis-teknisissa yhteyksissa melko varmasti vastaan tulevasta trigonometrisesta
perusfunktiosta kotangentti, sekantti ja kosekantti. Ja kylld trigonometristen funktioiden
yvhteydessa voisi arkusfunktiotkin mainita, vaikka kaanteisfunktion késitetta pantataankin
aina kurssiin 13. Laskimistakin loytyy naita varten nappaimia.



