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T&amé kirjoitus jatkaa Solmussa 3/2017 alkanutta katsausta lukion pitkdn matematiikan
oppikirjoihin, matemaatikon silmin katseltuina. En puutu kirjojen ja niiden oheisaineisto-
jen didaktiseen arvoon — néiden arviointiin en (ainakaan) ole pateva. Varmuuden vuoksi
kertaan, ettd paikoin kriittisetkin mielipiteeni ovat vain omiani, eivit esimerkiksi Sol-
mun toimituksen. Kritiikkini kohdistuu monesti opetussuunnitelmaan. Mutta kirjailijoita
moitin kovin tiukasta pitaytymisesta opetussuunnitelman kirjaimeen, matematiikan vahin-
goksi.

Vektorikurssi

Lukion pitkdn matematiikan neljas kurssi on omistettu vektoreille. Opetussuunnitelma
listaa kurssin kohdalle kuusi tavoitetta ja viisi keskeista sisaltoa. Tavoitteiden joukossa on
vektoreihin liittyvan geometrian lisaksi kohta joka sanoo, etta opiskelijan tulisi ymmaéartaa
yhtaloryhmén ratkaisemisen periaate. Keskeisiin sisaltoihin kuuluvat vektorien laskutoi-
mitukset. Vektorituloa ei kuitenkaan mainita. Kurssin keskeista sisaltoa ovat myos suorat
ja tasot avaruudessa. Opetussuunnitelma ei ota kantaa siihen, eittamaéatta yleissivistykseen
kuuluvaa tietoon, etta lineaarisilla malleilla, siis vektoriavaruuksilla, kuvataan erittain mo-
nenlaisia ilmiGita eri tiedonaloilla. Juuri kertoo alun motivointiosiossa vektorigrafiikasta,
mutta kirjan luettuaan ei tasta tekniikasta ole viisastunut.

Miké on vektori? Se voi olla yleisen lineaarisen struktuurin alkio, mutta kun halutaan,
etta tallaisesta oliosta olisi suoraa kaytannon hyotya, on saatava kytkenta havaintomaail-
maan. Jos vektorikasite pohjataan geometriaan, on jotenkin paastava siihen, etta vektoria
madarittavat suunta ja koko. Tyydyttava vektorin maaritelméa on ”suuntajanojen ekviva-
lenssiluokka”. Jos tallaisten luokkien laskutoimitukset maaritellaan luokkien edustajien
avulla, on varmistuttava siita, ettd eri edustajan valinta ei vaikuta tulokseen.

Oppikirjat joutuvat oikaisemaan. Juuren mukaan ”vektori on jana, jolla on suunta”. Juuri
jatkaa maaritelmaad kertomalla, ettd ”vektorin pituus on sitd vastaavan janan pituus”.
Mutta jos vektori itse on jana, niin mikéd on sitd vastaava jana? Tekija ei maarittele



kasitetta vektori ollenkaan, mutta kertoo, ettd ”Vektorilla on suunta ja pituus. Vekto-
ria kuvaavan nuolen suunta osoittaa vektorin suunnan ja nuolen pituus ilmaisee vektorin
pituuden.” Juuren mukaan kaksi vektoria ovat ”yhta suuret, jos ne ovat yhta pitkat ja
samansuuntaiset”. Tekijan mukaan kaksi vektoria ovat sama vektori, jos ne ovat saman-
suuntaiset ja yhta pitkat. Tekija ottaa myos kayttoon kasitteen suuntajana, ja kertoo
jokaisen suuntajanan edustavan jotain vektoria. Vektori suuntajanojen ekvivalenssiluok-
kana on siis oikeastaan Tekijan tekijoiden mielessa. Olisiko asian voinut daneenkin sanoa?
Kumpikin kirja esittaa vektorin perusmerkinnaksi pienen kirjaimen, jonka paalla on viiva,
% ja mainitsee ohimennen, ettd viivan sijasta voidaan kayttda nuolta, w. Kun komplek-
siluvut on poistettu lukion oppimaarista, ei sekaannusta kompleksiluvun liittoluvun mer-
kinndn kanssa tule, ainakaan lukiossa. Juuri muistaa myos lisatietolaatikossa mainita
lihavoinnin kdyton vektorin merkkind. Etta nain tehtaisiin ”koneella kirjoitettaessa” niin
kuin Juur: sanoo, on kylla hiukan omituista. Mutta anglosaksisessa kirjallisuudessa liha-
vointi on sangen yleinen vektorin kirjoitusasu ja esimerkiksi fysiikan oppikirjoissa siihen
vakisinkin tormaa. — Merkinnoista viela: Tekija kayttaa sekéd vektorikurssin etta analyyt-
tisen geometrian osuudessa mielestini vihemmé&n onnistunutta merkintidtapaa ” P(a, b)”
tai P(a, b, ¢)” pisteelle, jonka nimi on P ja jonka koordinaatit ovat a ja b tai a, b ja c. Mer-
kinté on ristiriidassa kautta matematiikan kaytossa olevan funktiomerkinnin kanssa eika
sitd oikein mik&dn perustele. Jos pisteen (a, b) nimeksi otetaan P, niin P = (a, b). Juuri
onkin omaksunut tdman kaytannon. Samat kaytanteet jatkuvat sarjojen analyyttiselle
geometrialle omistetuissa osissa.

Molemmat kirjat médrittelevit vektorien skalaaritulon @-b koordinaattilausekkeena (a7 +
asj + ask) - (b1i + boj + bsk) = aiby + agbs + asbs. Tétd varten tarvitaan ensin vektorille
yksikasitteinen koordinaattiesitys. Kirjat todistavatkin esityksen @ = tu + sv yksikéasittei-
syyden, kun u ja U ovat erisuuntaisia vektoreita ja @ on samassa tasossa kuin @ ja v. Sen
sijaan esityksen olemassa oloa ei oikeastaan missaan perustella. Ja kolmiulotteinen tilanne
otetaan vastaan vain ilmoitusasiana. Kumpikaan kirja ei kysy, riippuuko méaritelty suure
siita, miten kantavektorit on valittu.

Skalaaritulon haviamisen yhteys vektorien kohtisuoruuteen perustellaan Pythagoraan
lauseen kautta. Kun Tekija on valinnut jarjestyksen, jossa pistetulon osittelulaki pe-
rustellaan heti maaritelméan jalkeen, se saa kohtisuoruusehdon perustelun nayttamaan
elegantimmalta kuin koordinaattien pyorittelyyn (xy-tasossa vain) turvautuva Juuri. —
Molemmat kirjat toki esittivit sitten lauseena skalaaritulon standardimééritelmén @-b =
|a||b| cos(@, b) ja perustelevat sen kurssissa 3 esitetyn kosinilauseen avulla. — Valittu jir-
jestys ei aivan tee oikeutta skalaaritulon olemukselle. Seh&n nimenomaan tuo vektorien
maailmaan mittakepin suuntien erolle, kulmalle. Kirjat eivat myoskaan esittele skalaa-
rituloa tyokaluna, jota kaytetadn, kun méaaritetaan vektorin komponentti toisen vektorin
suunnassa.

Opetussuunnitelmassa kurssin keskeisiin sisélt6ihin listattu (lineaarisen) yhtaléryhmén
ratkaiseminen tulee tarpeeseen esimerkiksi silloin, kun tunnettu vektori halutaan jakaa
tunnettujen vektorien suuntaisiksi komponenteiksi. Juur:i esitteleekin kahden ja kolmen
tuntemattoman lineaarisen yhtaloryhman ratkaisemisen tekniikkaa vektorien koordinaat-
tiesitykseen johdattavan luvun jalkeen. Kirjassa joudutaan jo tatd ennen ratkaisemaan
yvhtaloryhmia. Tekijd sen sijaan aloittaa kurssin yhtaloryhmistda. Determinanttien tar-



joamaa algoritmia ryhméan ratkaisemiseen ei kumpikaan kirja edes mainitse. Toinen asia,
jonka kohdalla kirjojen jarjestykset eroavat toisistaan, on osio ”geometriaa vektoreilla”,
jonka Tekija sijoittaa koko esityksen loppuun ja Juuri ennen kolmiulotteisiin vektoreihin
siirtymista. Osiot ovat kuitenkin melko samanlaiset.

Opetussuunnitelman viides keskeinen sisalté on ”suorat ja tasot avaruudessa”. Suorasta
kerrotaan sen vektori- ja parametrimuotoinen yhtéalo. Juuri antaa nama eksplisiittisesti
myos xy-tasossa, muttei vihjaakaan, ettéa esityksesta

T =x9+tS;
y:y()“f_tsy

saattaisi t:n eliminoimalla paasta suoran y = ax+b -muotoiseen yhtaloon. Sen sijaan asian
kolmiulotteinen vastine, tason yhtalo ax + by + cz + d = 0 kylla esitetaan.

Kun opetussuunnitelma ei mainitse vektorin vektorituloa, siita ei kumpikaan kirja mitaan
mainitse. Vektoreiden soveltaminen niin suorien ja tasojen geometriaan kuin fysiikkaankin
jaa tasta syysta vahan raajarikkoiseksi. Olisiko oppikirjailijoilla saattanut olla rohkeutta
sisallyttaa kokonaisuuteensa myos vektoritulo, tietysti varoituksin siité, etta hypataan ope-
tussuunnitelman aitauksen yli?

Analyyttinen geometria

Lukion pitkdn matematiikan viidennen kurssin otsikko on Analyyttinen geometria. Kes-
keisiksi sisalloiksi opetussuunnitelma listaa pistejoukon yhtélon, suoran, ympyran ja pa-
raabelin yhtalot ja pisteen etdisyyden suorasta. Analyyttisen geometrian ulkopuolelta
on viela otettu sisalloksi itseisarvoyhtalon ja epayhtédlon ratkaiseminen. Opetussuunnitel-
man geometria-alusta nayttaa olevan taso, eivatka oppikirjatkaan useamman ulottuvuuden
asioihin puutu.

Perinteinen koulun analyyttinen geometria on keskittynyt kartioleikkauksiin, toisen asteen
kayriin. Opetussuunnitelma mainitsee naistd enad ympyréan ja paraabelin. Juur: esittaa
kuitenkin ilahduttavasti johdantosivullaan kuvasarjan kartiota eri asennoissa leikkaavista
tasoista ja nimeaa vastaavat kayrat. Tekijakin mainitsee sanan kartioleikkaus — aina-
kin ehdottaessaan toisen asteen lausekkeen nelioksi taydentamisen tyokaluksi laskulaitteen
”kartioleikkaussovellusta”.

Molempien kirjojen ensimmainen asiakokonaisuus on itseisarvo. 7Tekijd kompastelee. Se
madrittelee itseisarvon kasitteen toisen maéarittelemattoman kasitteen avulla: ”luvun a
itseisarvo on luvun a etéisyys luvusta 0”. Kaksi sivua myohemmin tulee sitten uusi maéa-
ritelmé: "lukujen a ja b etiisyys on lukujen erotuksen itseisarvo |a — b|”. Juuri esittad
konstailematta maaritelman
a, jos a > 0,
la| =
a?

jos a < 0.

Tyyppié |f(x)| < |g(x)| olevalle epayhtaldlle Tekiji antaa kategorisesti ratkaisuohjeeksi
yhtipitivin epdyhtilon f(r)? < g(z)? ratkaisemisen. Esimerkkini kisitelty epiyhtilo
|3x —4| > |z| taitaa kylla ratketa ainakin yhtd mukavasti suoraan itseisarvon mééritelmasn
nojautumalla kuin toisen asteen yhtélon kautta kiertaen.
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Opetussuunnitelman kayttaméa ilmaus ”pistejoukon yhtalo” nayttaad maarittdneen oppi-
kirjoja. Nain molemmat tulevat esitelleeksi ”"kayran yhtalon”, mutta eivat puhu pistejou-
koista, joiden maéaritelmat perustuvat epayhtaloihin. Ei olisi paljon lisaa tekstia tarvittu
ympyran sisa- ja ulkopuolen tai suoran maarittamien puolitasojen analyyttisten maéaritte-
lyjen esittelyille.

Molemmat kirjat kiinnittavat sivumaaralla mitaten eniten huomiota suoriin. Kun kurssissa
4 on jo esitelty suoran ominaisuuksia sen vektorimuotoisesta esityksesta lahtien, tuntuu
hammastyttavalta, ettd kumpikaan kirja ei tunnu sanallakaan tata mainitsevan. Ei kumu-
loidu matemaattinen tieto.

Opetussuunnitelman tavoitteissa mainitaan ympyra ja paraabeli. ” Perinteiseen” analyyt-
tisen geometrian oppimaaraan kuuluvat muut toisen asteen kayrat Tekija jattaa mainin-
natta. Juuri sentadn esittelee ellipsin ja hyperbelin harjoitustehtéavissa ja kasittelee ” pis-
tejoukon yhtdld” -luvussa esimerkkini kiyras a2 + 2y? = 6, sitd kuitenkaan ellipsiksi
kertomatta; kayran piirtamiseksi ehdotetaan ”sopivan ohjelman” kayttoa. Juur: kertoo
myos paraabelin maaritelman johtosuoran ja polttopisteen avulla ja nayttaa jopa kuvan,
jossa johtosuora ei ole kummankaan koordinaattiakselin suuntainen. Analyyttisesti toki
kasitellaan vain paraabeleja, joiden akseli on x- tai y-akselin suuntainen.

Ympyra-osioon molemmat kirjat sisallyttavat erilaisia tangentin annetulle ympyralle piir-
tamisen tehtavia. Tekija tarjoaa tehtavien ratkaisuksi toisen asteen yhtalon diskriminantin
haviamisen tutkimista vaativia ”yhden leikkauspisteen” menetelmia, Juuren keino on pis-
teen etaisyyden suorasta kertova kaava. Oppilaan tai opettajan keksittavaksi jaa sateen ja
tangentin kohtisuoruuden soveltaminen, usein nappara tangentin méaarityskeino.

En ole oikein osannut asettaa tarkastelussa olevia kahta oppikirjasarjaa paremmuusjarjes-
tykseen kurssien MAB1 ja MAA2 — MAA4 kohdalla. Kurssin MAA5 oppimateriaaleista
tuntuu Juur: onnistuneen hiukan paremmin, se kun nayttaa pitdvan edes raollaan ikku-
noita opetussuunnitelman rajaaman alueen ulkopuolellekin.



