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Tama kirjoitus on jatkoa Solmussa 3/2017 julkaistuun lukion uuden opetussuunnitelman
mukaisen pitkan ja lyhyen oppimaaran yhteisen kurssin oppikirjojen esittelyyn ja samalla
paivitysta kymmenkunta vuotta sitten kirjoittamiini, myos Solmussa julkaistuihin oppikir-
jaesittelyihin. Kohteena ovat nyt lukion pitkdn matematiikan toisen ja kolmannen kurssin
oppikirjat. Tarjolla on kaksi vaihtoehtoa, Otavan Juuri ja Sanomapron Tekija.

Kirjasarjojen yleisia ominaisuuksia on esitelty kirjoitussarjan edellisessa osassa. Tekijd on
lakannut erottelemasta harjoitustehtaviaan perus- ja syventaviin tehtaviin. Eri osioihin
liittyvat nyt tehtavasarjat I ja II.

Molemmissa kirjasarjoissa on laskentotehtéaviin kattavat ratkaisuosastot. Hiukan ihmetyt-
taa, ettd Juuri ei kerro yhdenkaan perustelua tai todistusta kysyvan tehtavan ratkaisua.
Voisi ajatella, etta erityisesti tallaisen tehtavan kohdalla oppilas kaipaisi tukea ratkaisuyri-
tykselleen. — Juuri toisaalta antaa useisiin tehtaviin, myos todistamisiin, ratkaisuvihjeita
erillisessa osastossa.

Toisen asteen polynomi

Matematiikan pitkdn oppiméaran ensimmainen varsinainen pakollinen kurssi on MAA2,
Polynomifunktiot ja -yhtalot. Sen valokeila on aika kapea: toisen asteen polynomia
padasiassa katsellaan. Opetussuunnitelman mukaisista viidesta tavoitteesta silmaan pistaa
keskimmaéinen, joka kertoo, etta opiskelija ” osaa ratkaista korkeamman asteen polynomiyh-
taloita, jotka voidaan ratkaista ilman polynomien jakolaskua”. Tama tarkoittanee, etta
suljetaan pois silloin, kun polynomin () muodostaminen edellyttéisi ” jakokulmassa jakoa”.
(Tekijissd on kuitenkin pari harjoitustehtévad, joissa on polynomeja jakoviivan molem-
milla puolilla.)



Kirjasarjojen ensimmaisista osista, pitkdn ja lyhyen matematiikan yhteiskurssia varten
kirjoitetuista, SanomaPron tuote oli huomattavasti kilpailijaa paksumpi. Toisessa kurssissa
asetelma on kaantynyt: Juur: on selvasti Tekijad pulleampi ja raskaampi. Numeroitujen
harjoitustehtavien maarassa Tekija kuitenkin voittaa: siind on 351 tehtavaa, Juuressa on
309. Tekemista riittaa. Valtaosa harjoitustehtavista on ”laskutehtavia”. Juuressa on 13
ja Tekijassa 19 tehtavaa, joiden ainakin jonkin osan tehtavanantoon sisaltyy perustelun
tai osoituksen pyynto.

Opetussuunnitelma paaluttaa melko yksiselitteisesti kurssin sisallon, eivatka oppikirjat-
kaan juuri lahde sooloilemaan. Eroja silti 10ytyy. Tekija maarittelee ensin késitteen mo-
noms ja ilmoittaa sitten, ettd polynomi on monomien summa. Juuri puolestaan pitaa
polynomia muuttujasta ja vakioista yhteen-, vahennys- ja kertolaskuilla muodostettuna
lausekkeena. Intuitiivisesti nayttaa selvalta, etta kasitteet ovat samat, mutta Juuren si-
nansa hyva maéaaritelméa olisi varmaan kaivannut ainakin maininnan siita, etta tallainen
lauseke on aina sievennettavissa polynomin standardimuotoon, semminkin kun kohta ker-
rotaan, etta polynomin aste on muuttujan korkein eksponentti.

Juuri omistaa kokonaisen luvun ensimmaisen asteen polynomille, kun Tekija puolestaan
lahtee liikkeelle polynomeilla laskemisesta ja paatyy esittdméan jostain syysta muistikaa-
van nimen saaneet tulojen (a + b)?2, (a + b)? ja (a + b)(a — b) auki kirjoittamiset. Ehkipa
tahallaan on jitetty pois samaan nippuun yleensi yhdistetty (a —b)?. Juuri sddstii niméi
toisen asteen polynomia, tulon nollasaantoa ja neliojuurta esittelevan toisen lukunsa lop-
"muistikaavoja”, ei myoskaan useamman kuin kahden yhteenlaskettavan summan nelion
lauseketta. — Sita, etta polynomin aste voisi olla nollakin, ei kumpikaan kirja ota huomioon.

Kumpikin kirja méaarittelee nelidjuuren y/a sanomalla sen olevan se ei-negatiivinen luku,
jonka toinen potenssi on a. Tassa olisi ihan mukava esittaa kysymys neliojuuren yksika-
sitteisyydesté, ja perustella vastaus. Neliojuuren, samoin kuin Tekijan toisessa luvussaan
esittelemien korkeampien juurten kohdalla olisi odottanut jonkinlaista juuren numeerisen
arvon maarittamisen esittelya. Kirjojen esimerkeissda on usein niita poikkeustapauksia,
joissa juuri on kokonaisluku. Laskulaitteet antavat likiarvoja, mutta utelias nuori voi ih-
metelld, miten ne osaavat. — Tekijd kylla kertoo harjoitustehtavissa jo ammoin tunnetun
likimaaraiskaavan ,
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missd a on suurin kokonaisluku, jolle a? < A ja r = A — a?.

Kumpikin kirja pitaa itsestaan selvana, etta toisen asteen funktion kuvaaja on symmet-
rinen. Tata ominaisuutta kaytetaan hyvaksi etenkin maaritettaessa funktion aariarvoa.
Symmetrisyytta ei kirjoissa mitenkaan perustella. Yksinkertaisella laskulla voitaisiin toki
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ja perustella symmetria.

Toisen asteen polynomin teorian ydin on toisen asteen yhtalon ratkaisukaava. Tekija antaa
ratkaisukaavan sellaisenaan, perusteluitta ja valaisematta edes siihen sisaltyvan 4+-merkin



tarkoitusta. Kolmen sivun jalkeen esitetdan kuitenkin kaavan johto normaalilla nelioksi
taydentamisen menetelmalla. Juur: esittaa kaavan todistettavana lauseena ja antaa todis-
tukseksi saman johdon. (Kun kaava on jo annettu, sen todistus voisi my6s perustua myos
sithen, ettéd ratkaisukaavan mukainen luku toteuttaa yht&lon.)

”Toisen asteen epayhtalon” kéasittely nojautuu kummassakin kirjassa funktion kuvaajaan.

kirjassa. Tekija nojautuu ratkaisukaavaan ja sen perusteella johdettaviin Vieten kaavoihin,
vaikkei niitd nimeltd mainitakaan. Juuren todistus perustuu tekijan x — z; pakottamiseen
esiin. Valitettavasti Juur:i ei kuitenkaan kasittele kaksoisjuuren tapausta.

Niita naita geometriasta

Pitkdn matematiikan kolmas kurssi on nimeltddn Geometria. Opetussuunnitelma méaa-
rittelee nelja keskeista sisaltoa: "kuvioiden ja kappaleiden yhdenmuotoisuus”, ”sini- ja
kosinilause”, ”ympyran, sen osien ja siihen liittyvien suorien geometria” sekéd ”kuvioihin
ja kappaleisiin liittyvien pituuksien, kulmien, pinta-alojen ja tilavuuksien laskeminen”.

Kilpailevat sarjat ovat tuottaneet kolmoskurssiin likimain yhta laajat teokset. Myos nu-
meroitujen harjoitustehtdavien maéra on jokseenkin sama. Asioiden jaottelussakaan ei ole
suurta eroa: Juur: sijoittaa yhdenmuotoisuuden tasogeometrian peruskasitteita esittele-
vaan lukuun, mutta Tekijd omistaa yhdenmuotoisuudelle oman lukunsa.

Geometria oli viela tamén kirjoittajan muistin aikana se koulumatematiikan osa-alue, jossa
teorian johdonmukainen rakentaminen oli ndhtévissa. Olihan takana Eukleideen Alkeiden
deduktiivisen jarjestelman vuosisatainen valta-asema yhtend eurooppalaisen sivistyksen
vastaansanomattomista kulmakivista. Tasta matematiikan olennaisuudesta oppilas sai ai-
nakin hiukan tietoa. Monet matematiikanopetuksen uudistusaallot ovat olleet vastareak-
tioita Eukleideelle. Mutta vuoden 2106 opetussuunnitelmassakin kerrotaan yha yhtena
tavoitteena olevan sen, ettd opiskelija ”"harjaantuu muotoilemaan, perustelemaan ja kayt-
tamaan geometrista tietoa kasittelevia lauseita”.

Miten tama toteutuu oppikirjoissa? Juuren ensimmainen lauseeksi otsikoitu tulos on ”Kol-
mion kulmien summa on 180°.” Lause todistetaan, toki, vetoamalla yhdensuuntaisiin suo-
riin, samankohtaisiin kulmiin ja ristikulmien yhtasuuruuteen. Lukija voi aiheellisesti kysya,
ovatko perusteluiksi esitettavat asiat sen todempia kuin "todistettava”. Vastaavasti Te-
kija todistaa ensimmaiseksi lauseen ristikulmien yhtasuuruudesta, perustellen sen tavalla,
joka edellyttaa kulman mittaluvun olemassaoloa. Tekijd esittaa lauseen, jonka sisalto on
yhdensuuntaisaksiooma, kuitenkaan puhumatta mitaan todistuksesta.

Juuri tukeutuu kilpailijaansa enemmaéan kirjan ulkopuoliseen aineistoon, internetista la-
dattaviin Geogebra-sovelmiin. Niita kaytetdan perustelemaan erindisia tosiasioita, mm.
kolmion pinta-alan kaavaa. Animaation perusteleekin hauskasti terdvakulmaisen kolmion
pinta-alan, mutta kun kolmion muuttaa tylppakulmaiseksi, animaation mahdollisuus pois-
tuu, ja tilalle tulee algebrallinen paattely. Johdonmukaista oppirakennelmaa ei kumpikaan
kirja esita. Jotakin todistetaan, jotkin asiat ohitetaan maininnalla todistuksen sivuutta-
misesta, jotkin luvataan todistaa mychemmissa kursseissa.
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Opetussuunnitelma ei tunne kasitetta yhtenevyys, joka kuitenkin on yhdenmuotoisuutta pe-
rustavanlaatuisempi. Molemmat oppikirjat ovat kuitenkin upottaneet kolmioiden yhtene-
vyyden yhdenmuotoisuuden sisaan. Juur: jattaa pois ”epataydellisen” yhtenevyyslauseen
7ssk”. Harjoitustehtavassa 189 esitetdaan virheellinen todistus tasakylkisen kolmion kan-
takulmien yhta suuruudelle ja kehotetaan oppilasta korjaamaan se. Tama ei esitetyssa
tilanteessa onnistune ilman ssk:ta.

Opetussuunnitelman siséaltokohta ”sini- ja kosinilause” vaatii trigonometristen funktioiden
madrittelyn myos tylpille kulmille, ja niin on siirryttava suorakulmaisen kolmion ulko-
puolelle. Tassa kirjat menettelevat eri tavoin. Juuri ottaa kayttoon yksikkdympyran
ylempéén puolitasoon sijoittuvan puolikkaan (toki 30 sivua aikaisemmin kuin késite ”ym-
pyrd” maéritellddn) ja méadrittelee kosinin ja sinin ympyrén pisteen koordinaattien avulla.
Yli oikokulman ei kuitenkaan menné, vaikka kaikenkokoiset kulmat on aikaisemmin méaari-
telty. Tekija puolestaan esittaa kolmion alan lausekkeen kahden sivun pituuksien ja sivujen
valisen kulman sinin tulona ja saa tylpan kulman sinin vaatimalla pinta-alan lausekkeelle
invarianssin. Tylpan kulman kosini on Tekijdssd ilmoitusasia.

Pitkdn matematiikan oppikirjojen kirjoittajia ei kay kateeksi. Opetussuunnitelman raamit
tekevat kunnollisen matematiikan oppikirjan kirjoittamisen varmasti haasteelliseksi. Miten
itse toimisin? Ainakin yrittaisin olla rehellinen: kertoa miké on todistus, mika uskottelu.
Ja yrittaisin valittaa tiedon siita, etta matematiikka ei ole luonnontiede. Vaikka havainnot
voivat sille suuntaa nayttaa, ne eivat mitaan ratkaise. Ehkei valtaosa ihmiskunnasta tata
tietoa tarvitse, mutta ne suomalaiset, joille oikean matematiikan tapaamisesta olisi hyotya
ja iloa, olisivat varmaan juuri pitkd matematiikan oppikirjojen lukijoita.



