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1 JOHDANTO

Téasséa vihkosen tyonimi on ollut Simulointia joka pojan menetelmin. Tarkoi-
tus on siis esittdd muutamia yksinkertaisia sotavden toimintaa sivuavia simu-
lointimalleja. Niitd yhdistdva tekija on mahdollisuus toteuttaa simuloinnit
tyokalulla, joka on helposti kaikkien saatavilla, nimittain taulukkolaskentaoh-
jelmistolla, ja ilman erityisia ohjelmointitaitoja. Taulukkolaskentasimulointi
antaa yksinkertaisuudestaan ja kasityolaismaisyydestdaan huolimatta tuntu-
maa joihinkin simuloitavien ilmididen olennaisiin piirteisiin. Simulointimal-
lien rakentelu on myd6s harjoitusta itse taulukkolaskentaan, yllattdvan moni-
kéyttoiseen laskemisen yleistyokaluun. Tietokonehan on kompuutter:, laskija.
Taulukkolaskenta on mita suurimmassa maéarin lapinakyvaé, koska valitulok-
set ovat kaikki taulukossa. Tamaé tekee ohjelman oikeellisuuden verifioinnista
yleenséa helppoa.

Esitetyt mallit on tarkoitettu stimuloiviksi, ei suoraan simuloitaviksi (latinan
simulare = matkia). Esitetyt esimerkit ovat melko satunnaisia. Tavoite on,
ettéd lukija huomaa taulukkolaskennan mahdollisuudet ja ryhtyy kiyttdmé&an
niita omiin tarkoituksiinsa. Esityksen seuraaminen onnistuu kuitenkin vain,
jos taulukkolaskentaohjelma on avattuna ja lukija itse taydentaa pakosta osin
viitteellisesti kuvatut esimerkit. Monet asiat voi toteuttaa eri tavoin. Lukija
voi vapaasti itse keksid téssa esitetyille keinoille vaihtoehtoja, ehkéa paljonkin
parempia.

Taulukkolaskennan perusominaisuudet kuten ruutuosoitteiden sarakekirjain-
ja rivinumerorakenne, numeerisen tiedon, laskukaavan ja tekstitiedon sy6ton
ero seka yksinkertaisimmat funktiot kuten summa oletetaan lukijalle tutuiksi.

Esitetyt esimerkit on rakennettu kayttamalla Lotus 1-2-3:n komentoja ja syn-
taksia. Tekijan kayttdmén ohjelmaversion taulukossa on 256 saraketta, A, B,
C,...,Z, AA AB, ..., IV ja 2'¢ = 65536 rivia 1, 2, ..., 65536. Muutokset
Microsoft Excel -taulukkolaskentaan ovat yksinkertaisia. Téassa esitettyjen so-
velluksien kannalta Lotus-tuote tuntuu hiukan kilpailijaansa joustavammalta.
Esityksen tavoitteiden mukaista tarkoituksellisuutta on ollut valttaa tauluk-
kolaskentaankin siséltyvien kehittyneempien ohjelmointielementtien kuten ns.
makrojen kayttoa. Taulukkolaskentaohjelmien suomenkieliset kayttoohjeet,
niin sdhkoéiset kuin painetutkin, eivat ole erityisen laadukkaita ja niihin on
syyta suhtautua hiukan varoen.

Kun simuloidaan epavarmoja asioita, lilkutaan aina todennakéisyyslaskennan
piirissd. Monte Carlo -simulointiin liittyy tulosten tilastollisen merkitsevyy-
den ja luotettavuuden arviointia. Niinpa néiden esimerkkienkin lapikaynti
edellyttdaa todennédkoisyyslaskennan ja tilastomatematiikan alkeiden hallintaa.



Toisaalta simulointi luo konkretiaa abstraktiin todennakoisyyskésitteeseen ja
auttaa sen ymméartamistd. Alan kirjallisuutta on riittdmiin saatavissa. Pa-
remman puutteessa voi naihin alkeisiin tutustua vaikkapa kirjoittajan vihko-
sista [3] ja [2].

Esitykseen on sinne tdnne siroteltu muutamia harjoitustehtédvid. Ne on esi-
tetty jokseenkin yleisluontoisesti: kysymys on toisinaan pienistd tutkimus-
tehtavista ja toisinaan tekstissa valjasti muotoiltujen menetelmien tarkennus-
tehtavista ennemin kuin laskurutiinin ja opitun suoran soveltamisen aksii-
sistd. Tarvittavien parametrien valinta on tietoisesti jatetty lukijoille. Yksi
syy tehda simulointeja on juuri parametrien muutosten vaikutuksen arviointi.
Nain ollen harjoitustehtéviin ei voida esittda valmiita oikeita ratkaisuja.

Merkittavana johdatuksena yksinkertaiseen simulointiin on tekijalle toiminut
amerikkalaisen Sheldon M. Rossin pieni oppikirja [4]. Useita kirjassa kési-
teltyja asioita on esitelty myos vihkosessa [1]. Taté esitystd voi halutessaan
pitéé yrityksend liittad [1]:een tyokirja.



2 TAULUKKOLASKENTA JA SIMULOINTI

Téassa luvussa esitellaan lyhyesti niita taulukkolaskentatydkalun ominaisuuk-
sia, joita myohemmissa esimerkeissa kaytetaan hyodyksi.

2.1 Kaavan kopiointi ja liittaminen

Ohjelmoinnissa olennainen toistorakenne asustaa taulukkolaskennan kaavan
kopiontitoiminnossa. Mika tahansa taulukon solussa oleva kaava, jonka syot-
teissa on viittauksia taulukon muihin soluihin, voidaan kopioida taulukon toi-
seen paikkaan kaavaksi, jonka syotteiden suhteellinen sijainti on sama. Ko-
piointi tehdaan joko muokkausvalikon kopioi- ja liitd -toiminnoilla tai suoraan
nappaimiston Ctrl C- ja Ctrl V -toiminnoilla. Jos useat kaavat tarvitsevat
tiettyyn kiintedan soluun tallennetun parametrin, on viittauksissa taméan so-
lun osoitteessa seka sarakkeen kirjaimen etta rivin numeron eteen kirjoitettava
$-merkki. Jos solussa oleva kaava sisaltaa viittauksia saman rivin tietyn sarak-
keen ruutuihin ja saman sarakkeen tietyn rivin ruutuihin, laitetaan $-merkki
vain rivinumeron eteen tai vain sarakekirjaimen eteen.

2.2 Ehtolause

Taulukkolaskennan ehtolause on muotoa QIF(ehto; kaava, joka on voimassa
jos ehto toteutuu; kaava, joka on voimassa, jos ehto ei toteudu). Useam-
pien vaihtoehtojen kesken tapahtuva valinta voidaan rakentaa useammasta
sisdkkaisestd @QIF-lauseesta. Esimerkiksi tilanne, jossa lasketaan kaava;, jos
parametrilla z on arvo 1, kaavag, jos z:n arvo on 2 ja kaavag, jos x ei ole 1
eikd 2, voidaan kirjoittaa QIF(x = 1; kaavay; QIF (z = 2; kaavay; kaavag))

Ehto on yleensa jokin yhtalo tai epayhtéalo. Relaation ”eri suuri kuin” merkki
on <>, "pienempi tai yhta suuri kuin” <= ja ”suurempi tai yhté suuri kuin”
>=. Useammasta yksinkertaisesta yhtalosta tai epayhtalosta voi koota yh-
den ehdon kiyttamaélla loogisia operaattoreita #JA# ja #TAI#. (Excel-
ohjelmassa loogisten operaattorien tilalla ovat hiukan eri tavalla jarjestyvat
loogiset funktiot JA ja TAI)

2.3 Satunnaisluvut

Simuloinnin yksi keskeisid osioita on sattumanvaraisten ilmididen matkiminen.
Keinotekoinen sattumanvaraisuus synnytetdaan satunnaislukujen avulla. Sa-
tunnaisluvun ymmartaminen vaatii satunnaismuuttujan jakauman kasitteen
hallintaa. Todennéakoisyyslaskennassa usein noudatettavan kayténnon mu-
kaisesti satunnaislukuja niin kuin satunnaismuuttujia yleensikin merkitaan



kapiteelikirjaimin X, Y jne.

Mikéan tietokoneen tai laskulaitteen ohjelmoidusti tuottama ei ole aidosti sa-
tunnaista. Satunnaislukujen generointi tietokoneessa perustuu aina johonkin
lukujonoon, jossa lukua seuraavan luvun tuottaa jokin sdanto, jonka tuotos
ei naytd olevan arvattavissa. S&annot perustuvat usein sopivasti valittujen
jakolaskutoimitusten jakojaannoksiin. Téassé esitettyjen esimerkkien kannalta
ohjelman kéyttdmalld satunnaislukugeneraattorin lajilla ei liene merkitysta.
Kirjallisuus tuntee kylld tapauksia, joissa satunnaislukugeneroinnin tapa ja
satunnaislukujen kéyttokohde ovat ikavasti vaikuttaneet toisiinsa niin, etta
tulokset ovat kaukana aidosti satunnaisista.

2.3.1 Jatkuvat jakaumat

Taulukkolaskennan funktiokomento @RAND tuottaa satunnaislukuja, jotka
ovat tasan jakautuneita vélille [0, 1]. Jos on tarpeen tuottaa satunnaislukuja,
jotka ovat tasan jakautuneita valille [a, b], niin voidaan kayttdd laskukaavaa
a+ (b—a)xQRAND.

Satunnaisluvut, joiden jakauma on jokin muu kuin tasainen jakauma, ovat
hiukan ongelmallisempia. Jos jakauman kertyméfunktio on F' ja X on valille
[0, 1] tasan jakautunut satunnaismuuttuja, niin F~1(X) on satunnaismuut-
tuja, jonka kertymé& on F'. Jos siis jakauman kertymén kéanteisfunktio halli-
taan, voidaan sen ja @QRAND-funktion avulla tuottaa jakaumaa noudattavia
satunnaislukuja. ”Satunnaisin aikavélein” tapahtuvien ilmiéiden tapahtumien
viliajat noudattavat eksponenttijakaumia. Eksponenttijakauman kertymé-

funktio on
F(z)=1—e"%/

missd a on tapahtumien véiliajan odotusarvo. Tastd on helppo ratkaista
F~Y(y) = —aln(l — y). Eksponentiaalisia satunnaislukuja, joiden odo-
tusarvo on a, voi siis tuottaa komennolla —ax@QLN(1—@QRAND) tai yhté hyvin
—ax@QLN(QRAND).

Taulukkolaskennassa on valmistoimintana normaalijakauman kertyma ja sen
kéanteisfunktio; Lotus 1-2-3:n komento @NORMAL(QRAND; p; o3 1) tuot-
taa normaalijakautuneita satunnaislukuja, joiden odotusarvo on u ja keskiha-
jonta o.

Jos satunnaislukuja tarvitaan kerralla paljon, niin kannattaa kayttda ns.
Box—Miillerin muunnokseen perustuvia kaavoja. Box—Miillerin kaavojen poh-
jana on havainto, etta tason normaalistetussa kaksiulotteisessa symmetrisessa
normaalijakaumassa eli ympyrajakaumassa pisteen napakoordinaattiesityksen
(r, ¢) kulmasuure ¢ on tasan jakautunut vilille [0, 27), kun taas suureen r?
jakauma on eksponenttijakauma, parametrina a = 2. Jos siis U ja V ovat
vélille [0, 1] tasan jakautuneita satunnaislukuja, niin kaavoilla

X =v—-2InU cos(27V) (1)

ja

Y =+v-2InUsin(27V) (2)
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madritelty piste (X, Y) on tason symmetrisen normaalijakauman mukainen
satunnaispiste (o = 1), eli méaritellyt X ja Y ovat riippumattomia nor-
maalistettua normaalijakaumaa noudattavia satunnaislukuja. Silloin tietysti
u+oX jav+71Y ovat satunnaislukuja, joiden jakaumat ovat (u, o)- ja (v, 7)-
normaalijakaumat. Riippumattomuus merkitsee, etta kaavojen avulla voi ar-
poa tason umpiméahkéisid kaksiulotteista normaalijakaumaa (jonka hajonta-
kuvion p#dakselit ovat koordinaattiakselien suuntaisia) noudattavia pisteita.
Lotus 1-2-3:n komentoja ovat

@SQRT(—2+QLN(@RAND))«@QCOS(2+QPTx@RAND)),
@SQRT(—2+QLN(@RAND))*@SIN(2+QPI«QRAND)).

Koska molemmissa lausekkeissa selvitddan samalla satunnaislukuparilla, on jar-
kevaa generoida kaksi satunnaislukua vierekkaisiin ruutuihin ja kayttaa mo-
lemmissa komennoissa viittauksia naihin, niin ettd molemmissa logaritmiter-
meissd on sama viite ja kosini- ja sinitermeisséd sama viite.

2.3.2 Diskreetit jakaumat

Diskreetin tasajakauman omaavien satunnaislukujen konstruointi taulukko-
laskennassa on helppoa. Jos satunnaisluvun arvot ovat k, £k + 1, ...n, ja
kaikkien tulisi olla yhtd todenn&kéisid, niin pyoristysfunktiota QINT kayt-
téen saadaan jakauma asettamalla komennoksi

k+ QINT((n — k 4+ 1)xQRAND).

(Lotuksen pyoristysfunktio @QINT toimii halutulla tavalla vain positiivisten
lukujen parissa. Jos satunnaislukujen joukkoon pitaisi saada negatiivisia, olisi
@QINT korvattava funktiolla @QROUNDDOWN.) Tavallista arpanoppaa voi siis
simuloida komennolla 1+@INT(6xQRAND).

Muiden kuin tasaisia jakaumia noudattavien diskreettien satunnaislukujen
tuottaminen taulukkolaskennassa on hiukan kompel6d. Tarvitaan tieto eri
arvojen todennakoisyyksista ja mekanismi, joka selvittaa, mihin todennakoi-
syyshaarukkaan tasan jakautunut satunnaisluku, siis funktion @QRAND tuot-
tama luku, kuuluu.

Luultavasti tavallisin epéatriviaali diskreetti jakauma on binomijakauma. Yksi
tapa tehd& (n, p)-binomijakautuneita satunnaislukuja (”onnistumisten luku-
madrd n:ssa riippumattomassa yrityksessa, kun yksittaisen yrityksen onnis-
tumistodennékoisyys p”) on kéyttdd hyvaksi sen kertyméfunktiota eli ku-
muloituvaa binomitodennakoisyyttd. Voidaan esimerkiksi sijoittaa satun-
naisluku @RAND tiettyyn ruutuun z, luvut O:sta n:44n yhteen sarakkee-
seen, ruutuihin xj, niiden viereen, ruutuihin g, kumuloituva binomito-
dennékoisyys @BINOMIAL(n; k; p; 1) ja vield viereen kaksinkertainen ehto
QIF (z < yg; QIF (yp—1 < z); zx; 0). Se tuottaa sarakkeeseen nollia ja yh-
den nollasta eroavan luvun, joka on se onnistumisten maéra, jota QRAND:in
edustama todennakoisyys vastaa. Sarakkeen summa on néin ollen haluttua
binomijakaumaa noudattava satunnaisluku.

Enemmén simuloinnin hengen mukainen (n, p)-binomijakautuneiden satun-
naislukujen tuottamistapa on tietysti binomijakauman itsensé simulointi: ar-
votaan n:dan ruutuun luku 1 todennékéisyydella p ja 0 todennakoisyydella
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1 — p, siis esimerkiksi komennolla QIF(QRAND< p; 1; 0), ja lasketaan ruu-
duissa olevien lukujen summa.

Harjoituksia

1. Poisson-jakautuneen satunnaismuuttujan X maérittelee todennakoisyys

ak

_ — __ _,—a

P(X =k)= T
Téassd a on jakaumaa karakterisoiva parametri, itse asiassa X:n odotusarvo.
Mukaile edella esitettyd binomijakautuneiden satunnaislukujen tuottamisme-

netelméa niin, ettd se tuottaa Poisson-jakautuneita lukuja.

2.4  Laskuri

Monte Carlo -simuloinnin tarkoituksena on saada tilastollista tietoa simuloi-
dun ilmion lopputuloksen jakaumasta. Kukin simulointikierros tuottaa tu-
loksen, joka on muotoa ”onnistui” /”epdonnistui” tai ”"péaéddyttiin tilaan 7;”.
Jos kunkin simulointikierroksen tulos voidaan toteuttaa yhdella rivilla, kuten
esimerkiksi osuiko tietyn jakauman omaava laukaus tiettyyn maalialueeseen,
on yksinkertaista muodostaa lopputulokselle oma sarakkeensa, johon generoi-
daan 1 onnistumisen ja 0 epadonnistumisen tapauksessa. Sarakkeen summa
kertoo silloin suoraan onnistumisien maéarén niin monella kierroksella kuin ti-
lanteessa on riveja. Vastaavasti eri tiloihin johtavat simuloinnit voidaan hoitaa
perustamalla kutakin lopputilaa varten oma sarakkeensa ja generoimalla sopi-
valla @IF-komennolla 1 siihen sarakkeeseen, jonka mukaiseen tilaan simulointi
paattyi. Tilajakauma voidaan tasta maarittaa.

Jos simulointi toteutetaan taulukkolaskennassa monilla riveilld, saattaa olla
tarpeen synnyttaa eri kierrokset uudelleenlaskentakomennolla, joka Lotuksen
ja Excelin tapauksessa on tietokoneen F9-toimintonappéin. Ohjelman ase-
tuksista on talloin syytéd kytked automaattinen uudelleenlaskutoimitus pois.
Excel-asetuksiin tulee iteraatiokierrosten méaraksi asettaa 1. Tietokone tois-
taa laskua niin monta kertaa, kuin kayttdja painaa F9-napppiintéd tai niin
kauan, kuin kayttaja pitad F9-nappainta painettuna.

Simulointikierroksien lukuméaran ja simulontitulosten laskurit voi nyt raken-
taa kaavoilla, jotka viittaavat kaavan sisdltdmésan soluun. Yksinkertaisimmil-
laan solussa x oleva kaava 14z lisda solun sisaltoa yhdella joka laskukierrok-
sella. Talla kaavalla voi tuottaa simulaatiokierrosten laskurin, jota seuraa-
malla voi ratkaista sen, kuinka pitkaan pitda F9-nappainta painettuna. Jos
soluun y tuotetaan ehtolauseella 1 aina silloin, kun simulointitulos on ”onnis-
tunut” tai "tila 73" ja nolla muulloin, niin solussa x oleva kaava y+x lisaa x:ssé
olevaa arvoa yhdelld, kun tulos on ”onnistunut” tai ”tila 7}”. (Toki ehdon
voi upottaa suoraan itseviittaussoluunkin.) N&in voidaan rakentaa simuloin-
titulosten tilastoa. Laskurin nollaus onnistuu Lotus 1-2-3:ssa yksinkertaisesti
tempulla, jossa laskurisolut kopioidaan (Ctrl C) ja liitetddan (Ctrl V) itsensé
padlle. Téma keino ei nayta toimivan Excel-taulukoissa.
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Samanlaista itseviittaustekniikkaa voidaan kayttaa muidenkin funktioiden yh-
teydessa. Siitd seuraava esimerkXki.

2.4.1 :n maaritys simuloimalla

Ympyréan ala on sidteen nelié kerrottuna vakiolla, jolle tavallisesti kéytetdan
merkintdd w. Yksinkertainen tapa maéaarittdad vakion 7 likiarvo on tarkas-
tella ympyrid Y, jonka yhtilo on z? 4+ y? = 1. Tamén ympyrin ala on .
Nelion, jonka sivut ovat suorilla y = 41 ja ¢ = £1, ala on 4. Tahan neli-
00n sijoitetuista n:std umpiméahkaisesta pisteesta noin P sijaitsee ympyran
sisalld. Umpiméhk&isen nelion pisteen (z, y) synnyttdad kaksi valilld [—1, 1]
olevaa satunnaislukua. Sijoitetaan siis esimerkiksi ruutuihin A1 ja B1 komento
—1+2+«@QRAND. Piste (z, ) on ympyrin 2% + 32 = 1 sisilli, jos 22 +y? < 1.
Ruutuun C1 sijoitettu ehtofunktio QIF(A1"2 + B1"2 < 1;1;0) tuottaa ruu-
tuun C1 ykkosen tai nollan sen mukaan, onko umpiméhkaispiste ympyrassa
Y vai ei. Jos nyt alue A1..C1 kopioidaan koko taulukon sarakkeisiin A, B ja C,
saadaan 65536 satunnaista nelion pistetta ja jokaisesta tieto siitd, onko piste
ympyrassd Y vai ei. Pisteistd ympyrin sisddn kuuluvien lukuméérin antaa
sarakkeen C lukujen summa S ja luvun = likiarvon luku 45/65536.

Kokeilu nayttaa, ettd tuloksissa on hajontaa. Eradat perakkaiset kuusi ar-
vontaa esimerkiksi tuottivat luvut 3,1477, 3,1343, 3,1447, 3,1424, 3, 1409 ja
3,1334. Arvontoja voidaan nopeasti tehdd huomattavasti enemméan kaytta-
malld kaavan itseviittaustekniikkaa. Sijoitetaan esimerkiksi ruutuun D1 kaava
@SUM(C1..C65536) + D1, ruutuun E1 kaava E1 + 65536 ja ruutuun F1
kaava 4%« D1/E1. Taulukkoon voi vield sijoittaa kierroslaskurin esimerkiksi
kirjoittamalla G1-ruutuun kaavan 1+G1. Kun pitaa F9-nappéinta painettuna
niin kauan, ettd laskuri ndyttdd 100:aa (joka tdmén kirjoittajan kiyttaméssa,
edelld kuvatussa laitteistossa kestdd noin 20 sekuntia), saa jo 6553600:n ar-
vontaan perustuvan m:in likiarvon.

Harjoituksia

2. Maérita simuloimalla ellipsin ala, kun sen puoliakselien pituudet tiedetaén.
Neuvo: jos ellipsin keskipiste on origo, isoakseli 2a ja pikkuakseli 2b, niin
ellipsin yhtélo on

"

Kannattanee arpoa satunnaispisteita suorakaiteeseen, jonka mitat ovat 2a ja
2b.

3. Jalkapallo- tai jaakiekko-ottelussa joukkueen tekemien maalien madran voi
olettaa noudattavan Poisson-jakaumaa, jossa parametrit heijastelevat jouk-
kueiden tasoa. Rakenna simulaatio kahden saman- tai eritasoisen joukkueen
A ja B pelituloksista (A:n voitto, tasapeli, B:n voitto.)
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2.4.2 Keskiarvon ja keskihajonnan kerryttaminen

Itseviittausta voidaan kéyttda myos simulointikierrosten tulosten keskiarvon
ja keskihajonnan laskemiseen tilanteissa, joissa kierrokset generoidaan ma-
nuaalisesti, F9-nappéainta painaen. Jos A, on lukujonon zi, xo, ... n:n en-
simmaisen jasenen aritmeettinen keskiarvo ja V,, m:n ensimmaisen jasenen
varianssi, niin voidaan helposti johtaa palautuskaavat

n 1
A, = A, n 3
+H= T +n+1$+1 (3)
ja
n 1
Vg1 = n——an + E(Am_l — $n+1)2- (4)

Naiden — ja edelld esitetyn laskuritoiminnon — avulla voidaan yllapitaad si-
mulointikierrosten tulosten (x,,) keskiarvoa ja varianssia ja siten myds keski-
hajontaa ja keskiarvon keskihajontaa taulukkolaskennan kaavoin, joissa ruu-
tuviittaus kohdistuu ruutuun itseensd. LéahtOarvot ovat tietysti A1 = z1 ja
V1 =0.

Kaavojen sijoittamisessa taulukkolaskennan ruutuihin tulee ottaa huomioon
ohjelman laskentajérjestys. Jos suure, jonka keskiarvon ja hajonnan kerty-
mista halutaan seurata, olisi ruudussa A1, ja itseensi viittaava lukumaéralas-
kuri ruudussa B1 olevan kaavan 14+B2 muodossa, niin keskiarvolaskuri olisi
ruudussa C1 hiukan kaavasta (3) poikkeavassa muodossa

+(B1-1)/B1xC1 + (A1/B1),
silla Cl-ruudun arvoa n:nnelld kierroksella laskettaessa lukumaaralaskuri olisi

jo ehtinyt arvoon n + 1. Kaavaan (4) perustuva varianssilaskuri ruudussa D1
olisi edelleen

QIF(B1 = 1; 0; (B1 —1)/B1xD1 + (C1—-A1)"2/(B1 — 1)),
silla muutoin jouduttaisiin nollalla jakoon.

Simuloinnin jatkamisen tai keskeyttdmisen kannalta mielenkiintoinen suure
on keskiarvon keskivirhe. Se on suure

Vi
Sp =1/ —.

n
Koska keskiarvo on aina likimain normaalijakautunut suure, on keskiarvon
luottamusvéli normaalijakaumasta johdettava kerroin kertaa s,,. Keskiarvon
luotettavuusvéli on 95 %:n luottamustasolla melko tasan 2s,, molempiin suun-
tiin keskiarvosta. Seuraamalla s,:n kehitystd voi valita sopivan kohdan simu-
laation lopettamiselle. Luotettavuusvéilin pituuden tai sen rajat voi sijoittaa
taulukkoon ja lopettaa simuloinnin, kun toivottu tarkkuus on saavutettu.

Harjoituksia

4. Simuloi binomijakaumaa siten kuin edelld on esitetty ja maarita tata kautta
binomijakauman odotusarvo ja keskihajonta.
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3 OSUMISEN SIMULOINTI

Tulen osuminen maaliin on yksi aseella vaikuttamisen peruselementti. Am-
pumatapahtumaan liittyvien monien satunnaisvaihtelulle alttiiden tekijéiden
vuoksi osuminen on satunnaisilmi6. Siihen liittyvien mitattavien suureiden
kuten maalista poikkeamien ajatellaan yleensd noudattavan normaalijakau-
maa.

3.1 Osuminen yhteen tai useampaan pistemaaliin

Tarkastetaan seuraavaa perustilannetta. Oletetaan, etta joukko pistemaaleja
sijaitsee koordinaattipisteissé (x1, y1), (2, Y2), ..., (Tn, Yn). Oletetaan, etté
ammuksen vaikutusetaisyys on r. Laukausta pidetdan osumana, jos se osuu
alle etaisyyden r paahéan jostakin maalipisteestd. Oletetaan vield, ettd ampu-
masuunta laskettuna positiivisen x-akselin suunnasta positiiviseen kiertosuun-
taan, siis vastapdivadan, on ¢. Oletetaan tulen iskemékeskipisteeksi (zo, yo),
pituushajonnaksi o ja leveyshajonnaksi 7. Voidaan asettaa esimerkiksi seu-
raavat kysymykset. Mika on yksittaisen laukauksen osumistodennéakoisyys?
Montako osumaa saadaan k:lla laukauksella?

Edella on esitetty, miten taulukkolaskennassa voi tuottaa normaalistettua nor-
maalijakaumaa noudattavia satunnaislukuja. Jos X’ ja Y’ ovat normaalistet-
tua normaalijakaumaa noudattavat satunnaislukuja, niin o +0X’ ja yo+7Y’
kuvaavat satunnaisiskeméan koordinaatteja z’y’-koordinaatistossa, jonka x’-
akseli on ampumasuunnan mukainen ja y’-akseli ampumasuuntaan vastaan
kohtisuorassa. Klassisten kiertokaavojen mukaan téallaisen satunnaisiskeman
koordinaatit xy-tasossa ovat

X =x9+0X cos¢p— 7Y sin¢ (5)
ja

Y =yo+ oX’'sin¢g + 7Y’ cos ¢. (6)
Kriteeri sille, milloin laukaus on osuma, on ettd maalin ja iskeman etaisyys jaa

pienemmaiksi kuin ammuksen vaikutusetdisyys r. Osumisen tarkistamiseen
riittda ehtoa

(X —21)* 4+ (Y —yp)? < r?

testaava QIF-lause.
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3.1.1 Yksittaislaukauksen osumistodennakoisyys

Yksinkertaisimmillaan osumistodennékoéisyyden simulointi voidaan rakentaa
niin, ettd taulukon rivi vastaa yhté laukausta. Iskemékeskipiste (zg, yo) ja
ammunnan perustiedot o, 7, ¢, r ja r? sijoitetaan sopiviin ruutuihin esi-
merkiksi taulukon ylalaitaan. Maalien koordinaatit asetetaan omalle rivilleen
vierekkain niin, ettd z; tulee G-sarakkeeseen, y; H-sarakkeeseen jne. Laukaus-
riveille kirjoitetaan A- ja B-sarakkeisiin @RAND-funktio, C- ja D-sarakkeisiin
kaavojen (1) ja (2) mukaiset normaalijakautuneet satunnaisluvut (joihin siis
U ja V haetaan A- ja B-sarakkeista), E- ja F-sarakkeisiin kaavojen (5) ja (6)
mukaiset ampumasuunnan, iskeméakeskipisteen ja hajonnan huomioon otta-
vat satunnaisluvut eli iskemien z- ja y-koordinaatit X ja Y. G-sarakkeeseen
sijoitetaan @IF-lause, joka tuottaa arvon 1, jos (X — z1)? + (Y —y1)? < 72,
ja muulloin arvon 0. Vastaavanlainen kaava kirjoitetaan jokaisen maalin z-
koordinaatin alle. Ainakin yksi maali on saanut osuman, jos maalisarakkeiden
alla on ainakin yksi ykkonen. T&ta voi testata sijoittamalla maalisarakkei-
den oikealle puolelle, ”osumasarakkeeseen”, ehtolauseen, joka tuottaa ykko-
sen, jos maalisarakkeiden alla olevien ruutujen summa on positiivinen mutta
nollan muulloin. Jos soluviittaukset soluihin, joissa on laukauksesta riippu-
matonta informaatiota (ammuntadata ja maalien koordinaatit) on muistettu
tehda kiinteisiin osoitteisiin ($-merkit), niin laukausrivin voi kopioida vaikka
koko taulukon syvyyteen. Osumasarakkeessa olevien ykkdsten summa jaet-
tuna laukausrivien méaralla kertoo osumien osuuden ja on siis osumistoden-
nakoisyyden estimaattori.

Harjoituksia

5. Rakenna osumasimulaattoriin luvun 2.4.2 mukaiset keskiarvo- ja keskiha-
jontalaskurit ja maaritd osumistodennékéisyydelle luotettavuusvali.

6. Rakenna kolmiulotteiseen maaliin, ilmamaaliin osumisen todennékoisyyden
simulaatio. Neuvo: ilmamaalilla ja iskemalld on kolme koordinaattia.

3.1.2 Usean samanaikaisen laukauksen osumat

Useamman samanaikaisen laukauksen, esimerkiksi patteriston tai usean pat-
teriston yhden tai usean yhteislaukauksen vaikutusta maaleihin (z1, y1), ...,
(zn, yn) voi tarkastaa kirjoittamalla laukausrivejé sopiva méara ja laskemalla
sarakkeittain, onko jokin maaleista saanut osuman. Tamé tehdaan laskemalla
sarakesummia kunkin maalin kohdalta ja muodostamalla jokaisen maalin sa-
rakkeeseen iskemérivien alapuolelle ehtolause, joka tuottaa ykkosen, jos sa-
rakesumma on positiivinen ja muuten nollan. Kun nadméa ykkoset ja nollat
lasketaan yhteen, saadaan simuloidussa tulituksessa tulleiden osumien méaara.
Yksinkertaisin tilannehan on se, etta esim. taistelijaan tullut yksi osuma on
riittavan lamauttava, jolloin mahdollisesti tulevat lisdiosumat eivit enda kas-
vata tulen tehoa.
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Edelld esitetyssa esimerkissa oletettiin iskemékeskipiste kiintedksi. Talloin
kaikki vaihteluinformaatio siséltyi pituus- ja leveyshajontoihin o ja 7. Jos am-
mutaan tuliyksikolld, on kaikissa iskemissd mukana topografisen ja ballistisen
valmistelun epatarkkuutta. Tama voidaan ottaa huomioon satunnaistamalla
iskemaékeskipiste (zg, yo) eli sijoittamalla ruudukon asianomaiseen ruutuun
kaava, joka tuottaa oikealla tavalla hajontaa. Tuliyksikon kerrallisessa am-
munnassa iskeméakeskipiste on kuitenkin aina sama, sen sijaan ammuntaa tois-
tettaessa uudelleenlaskenta tuottaa uuden iskemakeskipisteen. Nain paastaan
myo0s selvittdméan kyseisten hajontatekijoéiden merkitysta tulen osuvuuteen.

Edelld selostettua manuaalista uudelleenlaskentaa ja laskuritekniikkaa kayt-
tden ammunta voidaan suorittaa riittavan monta kertaa tilastollisen luotetta-
vuuden saavuttamiseksi. Taulukkoon voi rakentaa laskurit osumia saaneiden
maalien méégrille ja keskiarvolle seka erikseen kullekin tuhoutuneiden maalien
madarille. — Laskenta, jossa toistettiin 1000 kertaa patteriston iskun (108 lau-
kausta) tuottamat osumat neljille maalille, kesti noin 35 sekuntia 2,6 GHz:n
prosessorilla varustetulla poytatietokoneella.

Harjoituksia

7. Rakenna osumasimulaattoriin tuliyksikén topografisen ja ballistisen val-
mistelun epavarmuuden simulointi.

3.2 Aluemaali

Aluemaaliin ammuttaessa iskemien generointi ei poikkea edelld esitellyista
pistemaalitapauksista, ei myoskaan osumistodennakoisyyden laskeminen, kun
osumien maara on selvilld. Sen sijaan osumisen kriteeri on asetettava uudel-
leen. Osumisen kriteerin ei nyt voi pitad satunnaisiskemén (X, Y') etaisyyttéa
kiinteasta pisteestd, vaan kuulumista maalin ja ampumatilanteen geometrian
madrittamaan pistejoukkoon.

Osumiskriteeri on suhteellisen helppo rakentaa silloin, kun maalialue on ku-
pera monikulmio eli monikulmio, jonka kaikki kérjet ”osoittavat ulospain”.
”Tavallisin” maalialuetyyppi, suorakaide, kuuluu tdhan kategoriaan.

Olkoot monikulmion kérjet vastapaivaan lueteltuina Vi = (z1, y1), Vo =
(x2, Y2), ---, Vo = (Tn, yn) ja olkoon vield (41, Yn+1) = Voy1 = V1. Pis-
teiden Vi, = (zg, yx) ja Vekr1 = (Tk+1, Yk+1) kautta kulkevan suoran yhtalo
Ty-tasossa on

(1 —21) (Y — Y&) — (Y1 — yr)(x — 21) = 0. (7)

(T4mé& suoran yht&lon muoto on monista erindkoéisistd suoran yhtalon ver-
sioista kéyttokelpoisin, koska se kattaa myos jommankumman koordinaat-
tiakselin suuntaiset suorat.)

Suora jakaa tason kahdeksi puolitasoksi. Se, kumpaan naistd jokin suo-
raan kuulumaton tason piste (z, y) kuuluu, nékyy yhtélon vasemman puo-
len lausekkeen etumerkisté. Jos pisteet (zx, yr), (Th+1, Yrt+1) ja (z, y) ovat
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muodostamansa kolmion piirilla positiivisessa jarjestyksessd eli niin, etté kol-
mio pisteiden jarjestyksessa kierrettaessa jaa koko ajan vasemmalle puolelle,
niin yhtélon (7) vasen puoli on positiivinen. Kuperan monikulmion sisépiste
on jokaisen piiriinsd kuuluvan janan maaraaman suoran vasemmalla puolella,
kun kierretdan monikulmiota pisteiden numerojarjestyksessa. Niinpa moni-
kulmion sisélld olevat pisteet (x, y) ovat sellaisia, joille yhtdlon (7) vasen puoli
on positiivinen kaikilla £ = 1, 2, ..., n. Ulkopuolella olevat pisteet puolestaan
ovat niita, joille vasen puoli on negatiivinen ainakin yhdella k:n arvolla.

Iskemén (X, Y') osumista maalialueen siséén voi siis testata laskemalla ku-
takin vierekkéistd maalialueen karkipisteparia (x, yx), (Tk+1, Yx+1) kohden
suureen (zx4+1 — k) (Y — yx) — (Yr+1 — yk)(X — x) ja muodostamalla ehto-
funktion, jonka arvo on 1, kun suure on positiivinen, ja nolla muulloin. Jos
naiden ehtofunktion arvojen tulo on 1 (tai vaihtoehtoisesti summa n), niin
(X, Y) on maalialueella, muulloin ei. Kéytédnnossé asia voidaan realisoida va-
raamalla jokaiselle maalialueen karkipisteelle oma sarakkeensa, sijoittamalla
pisteen z- ja y-koordinaatit tdméan sarakkeen ylédlaitaan ja laskemalla kuta-
kin satunnaisiskemé&é kohden edelld mainitun ehtofunktion arvon kérkipisteen
sarakkeeseen. Kullakin iskemérivilla lasketaan ehtofunktioiden nollien ja yk-
kosten tulo omaan sarakkeeseensa; jos tulo on yksi, laukaus on osuma. Sara-
kesumma antaa silloin suoraan osumien maaran, jota puolestaan voi kayttaa
osumistodennakoisyyden maarittamiseen.

Alueet, jotka eivit ole kuperia, mutta jotka voidaan kuitenkin rajata murtovii-
valla (yleensi esimerkiksi panssarivaunun tai aluksen profiili), voidaan koota
useammasta kuperasta monikulmiosta, joihin sitten sovelletaan edellé linjat-
tua menettelyd. Osuma on sellainen laukaus, joka osuu yhteen osa-alueeseen.

Kaarevareunaisia alueita voidaan yleensa riittavalla tarkkuudella approksi-
moida monikulmioilla. Jos kaarevan reunan muoto tunnetaan jonkin yhtalon
f(z, y) = 0 muodossa, lausekkeen f(z, y) positiivisuutta tai negatiivisuutta
on mahdollista kdyttda hyvéksi selvitettdessa jonkin pisteen kuulumista ku-
vioon eli sitd, onko satunnaisiskeméa osuma vain ei.

Jos esimerkiksi bunkkerin profiili on ellipsin puolikas, bunkkerin leveys on 5 m

ja korkeus 1,5 m, niin poikkileikkaustason piste (X, Y') on osuma, jos Y > 0

ja

: X? Y?
2 <1
252 T 152 S

Harjoituksia

8. Simuloi osumista suorakaiteen muotoiseen maaliin, kun se on poikittain,
pitkittain tai vinossa asennossa ampumasuuntaan nahden.

9. Simuloi osumista erikokoisiin hajontaellipseihin (iskemékeskipiste ellipsin
keskipiste, puoliakselit esimerkiksi o ja 7, 20 ja 27, 30 ja 37).

10. Rakenna monikulmio, joka kuvaa ajoneuvon profiilia tietystd suunnasta
ja tietylta etdisyydelté tarkasteltuna. Simuloi osumista ajoneuvoa kohti am-
muttaessa.
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4 KAKSINTAISTELUN SIMULOINTI

Monet maailman ilmiét voidaan mallintaa toisiaan seuraavina tiloina. Siir-
tyminen tilasta toiseen saattaa olla satunnaista, mutta kuitenkin jonkin to-
dennékoisyyslain saantelemad. Mahdollisilla tiloilla saattaa olla todennakoi-
syysjakauma. Sen tunteminen helpottaa tulevaisuuden ennustamista, vaikkei
annakaan varmaa informaatiota asioiden kehittymisesta kussakin yksittéaista-
pauksessa.

4.1 Puhdas tilatodenndkoisyysmalli

Jos systeemin eri tilojen vilisten siirtymien todennédkoisyydet ovat tiedossa,
systeemin eri tiloihin paatymisen todennakoisyydet ovat laskettavissa. Jos
siirtymistodennakoisyydet riippuvat vain tiloista, ei aikaisemmasta histo-
riasta, puhutaan Markovin ketjuista.

Tarkastellaan esimerkking pelkistettya kaksintaistelua, jossa toisena osapuo-
lena on asejérjestelma ”V” (jonka voi hahmottaa panssarivaunuksi) ja toisella
puolella kahdesta eri aseesta ”.S1” ja”Ss” (jotka voi hahmottaa singoiksi) muo-
dostuva asejirjestelmé. Ajatellaan viela, ettd taistelu kidydadn erittain kaa-
vamaisesti: vuoronperadn esiintyvat asevaikutukset, ”laukaukset” S; — V,
V — 851, 8 — VijaV — Sy, Ammunnan seurauksena maali tuhoutuu to-
dennakoisyyksin Ps, v, Py_s,, Ps,—v ja Py_g,. Taistelua jatketaan tietty
kierrosmaara tai sithen asti, kun toinen tai toinen osapuoli tuhoutuu.

V:n, Si:n ja So:n muodostamalla jarjestelmélla on kaikkiaan seitsemaén tilaa,
kun tilalla ymmarretaan viela tuhoutumatta olevien elementtien joukkoa. Ti-
loja voidaan merkita itsensa selittdvilla symboleilla V'S1.55, V.S1, V Sy, 5155,
S1, S ja V. Tiloista kolme ensimmaéista on sellaisia, joissa taistelu jatkuu,
kun taas neljd viimeisté tilaa ovat lopputiloja, joissa on enéé jaljelld vain jom-
mankumman osapuolen voimaa. Todennakoisyys, etta jarjestelmé on tilassa
VSng, on valsz jne.

Tarkasteltava kolmen aseen jérjestelma siirtyy tilasta V'.S1.55 tilaan 5155, jos
laukaus 57 — V on tuhoava. Muussa tapauksessa systeemin tila on edelleen
V5155. Samoin, jos systeemi on tilassa V'S7, niin tuhoava laukaus S; — V
siirtdéd systeemin tilaan S7. Vastaavalla tavalla voidaan analysoida muiden
mahdollisten laukausten vaikutukset eri tilojen todennédkoéisyyksiin.

Taulukkolaskennassa tilojen todennakoisyyksien kehittyminen on verrattain
yksinkertaisesti realisoitavissa. Laukausten tuhoamistodennakoisyydet sijoi-
tetaan omiin ruutuihinsa. Kunkin tilan todennakoisyyksille varataan oma
sarakkeensa. Kutakin laukausta varten kirjoitetaan rivi, jolle eri tilojen toden-
nakoisyydet lasketaan suhteessa tilanteeseen ennen kyseista laukausta. Tama



18

| [z 1]
V5 5 |
L — =V
| P |

o
Md-"'
Vi R
|-"'—|-S.lI |
N§
E-L'“\.
li ]

Kaksintaistelun tilat

tarkoittaa, ettd kunkin rivin todennéakoéisyydet lasketaan kaavoilla, joissa sy6t-
teina ovat edellisen rivin todennékoisyydet ja eri laukausten tuhoamistoden-
nakoisyyksista johtuvat siirtymistodennakoisyydet. Ylimmalla rivilla on ti-
lan V5155 todennékoisyytend 1 ja muiden tilojen todennékoisyytend 0. Sel-
laisten tilojen, jotka eivdt voi muuttua tietyssd laukauksessa, todennakoi-
syys kopioidaan suoraan edelliselta riviltd. Esimerkiksi laukaus S; — V ei
muuta tilojen V.S, So ja V todennékoisyyksid. Sen sijaan Pyg,s, muut-
tuu todennékdisyydeksi Pyg, s, - (1 — Ps,—v) ja Ps,s, lisdéntyy madralld
Pyg. s, - Ps, v Vastaavasti laukaus V' — 5 lisda tilan V.S, todennakoisyytté
maaralla Pyg, s, Pv_s, jatilan V todennakoisyytta maaralla Py g, -Py_.g, ja
pienentaé tilan V5155 ja V'S todennakdisyyksia kertoimella 1 — Py _.g,. Sen
sijaan tilojen S1.55, S7 ja So todennédkdisyyksiin laukaus V' — S ei vaikuta.

Kutakin laukaustyyppia vastaavat todennékoéisyyksien muutosrivit on helppo
kirjoittaa. Erityyppisten laukausten sijoittaminen jonoon on nyt hoidetta-
vissa kopioi-liitd toiminnalla. Muutamien rivien kopioimisen jalkeen alkaa
nakya, etta tilojen, joissa taistelua viela voisi jatkaa, todennakoisyydet kéy-
vat erittain pieniksi ja lahes koko todennakoisyysmassa keskittyy lopputiloi-
hin. Lopputilojen todennédkdéisyysjakauma heijastelee kaksintaistelun toden-
nakoista lopputulosta. Esitetyssi kehyksessé se on melko herkké paitsi tuhoa-
mistodennékoéisyyksille my6s tulenavausjarjestykselle.

4.2 Kaksintaistelu, jossa ammuntajarjestys on satunnainen

Edellinen tilatodennakoisyyksien lasku ei ollut varsinaisesti simulointia, vaan
pikemminkin eras todennédkoisyyslaskennan menetelmé. Asiaa voi lahted tar-
kastelemaan my0s niin, ettd seurataan tilojen kehittymistd satunnaisesti.

Voidaan esimerkiksi valita kulloinkin tulittava ase sattumanvaraisesti (vield
mukana olevista). Nimetdédn jarjestelmén mahdolliset tilat numeroin, esi-
merkiksi V515, =1, VS =2, VS, =3,V =4, 5§55 =5, 5 =6 ja
Sy = 7. Erityyppiset laukaukset numeroidaan myés, esimerkiksi V' — S; =1,
V—-5=2 5 —V=3jal — V =4. Varataan taulukkoon kaksi sa-
raketta, toinen jarjestelmén tilalle ja toinen laukaukselle, joka kyseisen tilan
vallitessa ammutaan ja joka siis voi muuttaa tilaa. Jos tilamuuttujan arvo on
4 tai enemman, taistelu on padttynyt. Talloin laukaussarakkeeseen tuotetaan
0. Generoidaan joka riville kaksi satunnaislukua. Ensimmaisen perusteella va-
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litaan, minka typpinen laukaus ammutaan. Jos tila on 1, mahdollisia laukauk-
sia on 4. t&llin laukauksen numero voi olla suoraan 1+@QINT (4x@QRAND),
jos kaikki mahdollisuuden valitaan yhta todennékoisiksi. Jos tila on 2 tai 3,
mahdollisia laukauksia on vain kaksi: tilassa 2 V — Sy elilja S — V eli 3
jatilassa 3V — Sy eli 2 ja Sy — V.

Sijoitetaan kaksi satunnaislukua sarakkeisiin A ja B. Olkoon tilamuuttuja
sarakkeessa C ja laukausmuuttuja sarakkeessa D. Kun kédytetddn luvussa
2.3.2 esiteltya diskreetin tasajakauman menetelméé, voidaan esimerkiksi ri-
vin 8 laukaussarakkeeseen, siis ruutuun D8, kirjoittaa kaava QIF(C8 = 1;
1+@INT (4%xA8); QIF(C8 = 2; 1 + 2xQINT(2xA8); QIF(C8 = 3; 2 +
2+«QINT(2«QRAND);0))). Tilanmuutos riippuu edellisestéd tilasta, ammut-
tavasta laukauksesta ja siitd tuhoaako laukaus. Jos laukauksien tuhoamis-
todennakoisyydet ovat ruuduissa seuraavasti: Bl: Py_g,, B2: Py_g,, B3:
Pg, v ja B4: Pg,_,v, niin tilasarakkeeseen riville 9, siis ruutuun C9, voidaan
sijoittaa ensi silméykseltd mutkikkaan nédkoéinen useampitasoinen ehtolause
QIF(C8 = 1; QIF(D8 = 1; QIF(B8 < $B$1; 3; 1); QIF(D8 = 2; QIF(B8 <
$B$2; 2; 1); QIF(D8 = 3; QIF(B8 < $B$3; 5; 1); QIF(B8 < $B%4; 5; 1))));
QIF(C8 = 2; QIF(D8 = 1; QIF(B8 < $B$1; 4; 2); QIF(B8 < $B$3; 6; 2));
QIF(C8 = 3; QIF(D8 = 2; QIF(B8 < $B$2; 4; 3); QIF(B8 < $B$4; 7; 3))
C8)))

Siind kaydaan lapi se, onko edellinen tila, siis ruudun C8 arvo, 1, 2, 3 vai
suurempi kuin 3, ja vaihtoehtojen 1, 2 ja 3 tapauksissa se, mikad laukaus
ammuttiin (ruudun D8 arvo) ja se, oliko laukaus tuhoava (ruudussa B8 olevan
satunnaisluvun arvon vertailu ruuduissa B1 — B4 oleviin kriteeriarvoihin).

9

Tila- ja laukaussarakkeisiin voi kopiointitoiminnalla synnyttdd pari- kolme-
kymmentéa rivid. Mitd suuremmat tuhoamistodennakoisyydet, sitd nopeam-
min tila stabiloituu yhdeksi lopputiloista 4 — 7 ja laukausmuuttujan arvoksi
tulee 0. Alimman tilarivin tuloksista voi rakentaa laskurin, joka laskee eri-
laisten lopputulosten jakaumaa. Taistelun kestoa voi tutkia vaikkapa laukaus-
sarakkeen viereen synnytetyilld laskureilla, jotka reagoivat tilanteeseen, jossa
viimeisen kerran esiintyy nollaa suurempi laukausmuuttujan arvo.

Harjoituksia

11. Edellisessa mallissa laukausten méaaraa ei ole rajoitettu. Rakenna malliin
liséiehdot, jotka ottavat huomioon osapuolten laukausten maksimiméaran.
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5 TAPAHTUMAOHJATTUA SIMULOINTIA

Tapahtumaohjattu simulointi sisaltda aikatekijan. Tarkasteltavaan ilmicon
liittyvat parametrit muuttuvat tapehtumahetkindg, joiden valiajat ovat satun-
naistettuja. Parametrien muutokset ovat nekin satunnaistettuja. Simulaatio
reaalistuu tapahtumaluettelona. Tyypillinen tapahtumaohjatun simuloinnin
esimerkki on jono.

5.1 Jonon simulointi

Monet toiminnat voidaan kuvata palvelija—asiakas-mallilla, johon liittyy jono.
Toimintaa suorittava palvelija voi késitelld vain tiettyd méaraa asiakkaita ker-
rallaan. Jos palvelija on varattu, palvelua tarvitseva asiakas asettuu jonoon.
Kun palvelija saa asiakkaan tehtavansa edellisen asiakkaan kanssa suorite-
tuksi, se ottaa jonosta uuden asiakkaan. Jonon pituus voi olla rajoitettu,
palvelijoita voi olla useita tai sama asiakas vaatii perdkkain usean eri pal-
velijan palveluja. Jos palvelu—jonotus tilanne jatkuu pitkdan, voidaan usein
puhtaasti matemaattisen analyysin keinoin maérittda jonon keskimaérédinen
pituus, keskimééréinen jonotusaika ja palvelijan teho [1, s. 59 — 69].
Palvelija—asiakas-malli on tietysti sovellettavissa varsinaiseen asiakaspalve-
luun kuten marketin lihatiskille, mutta myos esim. korjaamon toimintaan,
atk-palvelimeen, viestikeskukseen tai tulitukiyksikkoon.

Simuloidaan yksinkertaista tilannetta, jossa palvelija palvelee yhta asiakasta
kerrallaan. Asiakkaiden saapuminen palveluun on sattumanvaraista. Saapu-
misaikojen valiaika noudattaa talloin eksponettijakaumaa, jonka parametri a
osoittaa asiakkaiden keskimé&araisen luvun aikayksikkoa kohden. Palveluaika
voi olla vakioitu tai se voi olla satunnainen. Palvelun laadusta riippuen palve-
luajan jakauma saattaa olla hyvin erilainen: esimerkkeiné voisi ajatella tasa-
jakaumaa jollekin aikavélille, normaalijakaumaa jonkin keskiméaraisen ajan
ymparille tai eksponenttijakaumaa noudattava.

Mallissamme on palvelija ja rajoittamaton jono. Asiakkaat saapuvat yksitel-
len. Tapahtumia voi olla nelja erilaista. Numeroidaan ne seuraavasti

1 Asiakas saapuu ja padsee heti palveluun
2 Asiakas saapuu, mutta palvelija on varattu. Asiakas jaa jonoon.
3 Palvelija saa tyonsa valmiiksi, ja ottaa seuraavan asiakkaan jonosta.

4 Palvelija saa tyonsa valmiiksi. Jonossa ei ole ketaan, ja palvelija odottaa
seuraavaa asiakasta.

Kutakin tapahtumaa vastaa taulukkolaskentamallissamme rivi. Tapahtuma-
lajille varataan taulukossa oma sarake. Jonossa olevien asiakkaiden maaraa,
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siis jonon tilaa, yllapidetddn omassa sarakkeessaan. Ajan kulkua on mukava
seurata kolmessa sarakkeessa. Néistd yhdessa ovat tapahtumien ajat, yhdessa
pidetdan kirjaa asiakkaiden saapumisajoista ja yhdessa palvelujen paattymis-
hetkista.

Kun tapahtuma on 1 tai 2, tuloaikasarakkeen lukua lisdtdan eksponenttija-
kautuneen satunnaisluvun verran, siis maaralla —ax*QLN(QRAND). Jos ta-
pahtuma on 3 tai 4, sarakkeen luku luetaan sellaisenaan edelliselté rivilta.
Tuloaikasarakkeessa on siten aina seuraavan asiakkaan saapumisaika. Pal-
velun padttymisaikasarakkeen luvun arvo saadaan tiloissa 1 ja 3 lisdamalla
tapahtuma-aikaan palveluaika. Tilassa 2 palvelun valmistumisaika luetaan
suoraan edelliselta riviltda. Tilassa 4 valmistumisajaksi on syyté asettaa seu-
raavan asiakkaan tuloaika. Palveluaika voidaan asettaa vakioksi tai sitten
palvelulle generoidaan satunnainen pituus. Pituuden ilmoittava satunnais-
luku voidaan tietysti rakentaa omassa sarakkeessaankin.

Kolmas aikasarake siséltda tapahtumahetkien luettelon. Siihen ohjelmoidaan
edellisen rivin tuloaika- ja palvelunpaattymisaikasarakkeista pienempi luku.

Itse tapahtumasarakkeessa otetaan huomioon aikasarakkeiden sisaltama tieto.
Jos systeemin tila on 4, seuraava tapahtuma voi olla vain 1. Jos systeemin
tila on muu kuin 4, niin seuraava tapahtuma on 2, jos seuraava tuloaika on
seuraavaa valmistumisaikaa pienempi. Jos taas seuraava valmistumisaika on
pienempi, seuraava tapahtuma on 4, jos jonossa ei ole ketdan, mutta 3, jos
jonoa on. Oletetaan, ettd tapahtumasarake on A, tuloaikasarake C, valmistu-
misaikasarake D ja sarake, jossa kerrotaan jonon pituus, G. Silloin esimerkiksi
ruudussa A6 voisi olla ehtolause

QIF(A5 = 4; 1; QIF(C5 < D5; 2; QIF(G5 > 05 3; 4))).

Jonon pituuden ilmaisevassa sarakkeessa on luku, jota lisataan aina yhdella,
kun tapahtuma on 2, vahennetdan yhdella, kun tapahtuma on 3. Tapahtu-
missa 1 ja 4 jonosarakkeen luku on suoraan edellisen rivin luku.

Taulukkoon voidaan helposti liittda laskureita, jotka kertovat jo palveltujen
asiakkaiden lukumééran, jonon maksimipituuden, jonotukseen kuluvan ajan
jne. Esimerkiksi jonotukseen kaikkiaan kuluva aika saadaan laskemalla joka
rivilla jonon pituuden ja seuraavan ja kyseisen rivin tapahtuma-aikasarakkeen
arvo. Naiden summa kertoo jonottajien kokonaisjonotusajan.

Harjoituksia

12. Rakenna jonopalvelumalli, jossa palvelijan kayttdma tyoaika on ekspo-
nenttijakautunut ja toinen, jossa se on normaalijakautunut (ota huomioon,
ettd normaalijakautunut satunnaisluku voi olla negatiivinen, ja esté téllaiset
palveluajat sopivalla ehtolauseella).
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5.1.1 Muunnelmia

Jonon perusmallia voi helposti varioida. Yhden palvelijan sijasta voi kayttaa
useita eri palvelijoita ja naiden tyohon kayttamén ajan jakauma voi vaihdella.
Asiakas voi valita eri palvelijoista tietyn sattumanvaraisesti tai valintaa voi
saadella ennalta maaratty jarjestys. Kunkin palvelijan tyon valmistumisaika
voidaan sijoittaa omaan sarakkeeseensa. Simulointiin voi liittaa laskurin, joka
pitéaa kirjaa siita, kuinka suuri osa palvelutehosta on kaytossa.

Jonolla voi olla maksimipituus. Teknisista syistd viestinvalitin ei voi pitaa
kuin tietynmittaista jonoa ja parturin odotushuoneen tuolien lukumaéaara on
rajallinen. Simuloinnin tapahtumavalikoimaan liitetddn tapahtuma ”asiakas
saapuu, mutta ei pdase jonoon”. Tallainen tapahtuma ei muuta rekistereita,
mutta on tietysti palveluntarjoajan ja asiakkaan kannalta ei-toivottava, joten
sen yleisyyden arvioiminen simuloinnilla voi olla mielekésta.

Harjoituksia

13. Rakenna malleja, joissa jonon pituus on rajattu. Tutki, kuinka paljon
palvelun tehokkuuteen vaikuttaa tdmé rajaus ja se, kuinka ankara se on.

5.2 Vikaantumisen simulointia

Luotettavuusteorian oppien mukaan jarjestelmé vikaantuu normaalina kayt-
toaikanaan satunnaisesti niin, ettd aika ennen seuraavaa vikaantumista on
eksponenttijakautumaa noudattava satunnaisluku. Vikaantunut jarjestelma
on poissa kaytosta sen korjaamisen vaatiman ajan tai ajan, jonka vaatii uu-
den jarjestelméan hankkiminen ja kayttoon saaminen.

Rakennetaan yksinkertainen malli kolmesta yhta aikaa kéaytettavasta jarjestel-
masta. Kullakin on oma vikataajuutensa tai keskimédarédinen vikaantumisien
valinen aika. Kunkin jarjestelman korjaaminen kayttokuntoon kestaa keski-
madrin tietyn ajan. Taméa aika on normaalijakautunut tietylld odotusarvolla
ja keskihajonnalla.

Sijoitetaan ndmé aikaparametrit kolmen sarakkeen ylalaitaan, esimerkiksi
ruutuihin B1, D1 ja F1 keskiméaaraiset vikaantumisien valiset ajat, ruutui-
hin B2, D2 ja F2 keskimaaraiset korjausajat ja ruutuihin B3, D3 ja F3 kor-
jausaikojen keskihajonnat. Varataan sarakkeet A, C ja D sen osoittamiseen,
onko kukin jérjestelmista kaytossa vai ei. Kaytossa olo osoitetaan 1:11a, vi-
kaantuneena oleminen 0:lla. Toiminnan alkaessa kaikki kolme jarjestelmaa
toimivat. Osoitetaan tdma sijoittamalla esimerkiksi ruutuihin A4, C4 ja E4
ykkonen. Sarakkeisiin B, D ja F sijoitetaan kunkin jarjestelmén kannalta
seuraava tapahtuma-aika. Tapahtuma voi olla vikaantuminen tai korjauksen
jalkeen kéyttoon palautuminen. Ensimmaéinen tapahtuma jokaiselle jarjes-
telmélle on vikaantuminen. Jos vikaantumishetki on eksponenttijakautunut,
niin ensimmaisen jarjestelméan vikaantumishetki saadaan ruutuun B4 kaavalla
—B$1x@QLN(QRAND) ja ruutuihin D4 ja F4 kopioimalla niihin ruudun B4
kaava. Ensimméinen tapahtumahetki on pienin ruutujen B4, D4 ja F4 lu-
vuista. Sijoitetaan tdmé ruutuun G4 kaavalla @MIN(B4;D4;F4). Seuraavalle
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riville ruutuun A5 kirjoitetaan kaava QIF($G4 =B4;1—A4;A4) ja kopioidaan
se ruutuihin C4 ja E4. Kaava muuttaa sen jarjestelmén, jota tapahtuma-aika
koskee, tilan painvastaiseksi, ensi vaiheessa siis 1:std 0:ksi. Muiden jarjestel-
mien tilamuuttujat pysyvét samoina.

Ruutuun B5 kirjoitetaan ajan kasvamista osoittava kaava. Kaava on
QIF(A4—A5 = 0;B4; QIF(A4—A5 = 1;B4+@QNORMAL(QRAND;B$2;B$3;1);
B4—-B$1*QLN(QRAND))). Jos systeemin tila ei ole muuttunut, seuraava re-
levantti aika on ylapuolisen rivin aika. Jos systeemin tilanmuuton on ollut
vikaantuminen, seuraava relevantti aika on korjauksen valmistuminen. Jos
tilan muutos on ollut korjauksen valmistuminen, seuraava relevantti aika on
uusi vikaantumisaika. Kopioidaan ruudun B5 kaava ruutuihin D5 ja F5. Kun
viela ruudun G4 minimikaava kopioidaan ruutuun G5, ollaan valmiita koko ri-
vin A5..Gb kopioimiseen alla oleville riveille. Simuloitua tietoa voidaan kerata
esimerkiksi H4:44n kirjoitettavalla kaavalla A4+C4+F4, joka kertoo, kuinka
moni jarjestelmistéd on kulloinkin kaytossa, ruutuun I4 kirjoitettavalla kaavalla
H4x(G4-G3), ja J4:n kaavalla @QSUM($1$4..14) /(3%+G4). Kun rivid H4..J4 ko-
pioidaan eri riveille alapuolelle, saadaan osoittimet kaytossa olevien jarjestel-
mien maaralle, tehokkaalle tycajalle ja tdmén osuudelle maksimityoajasta.

Harjoituksia

14. Muuta edellistd simulointia niin, etta jarjestelmén korjausaika on a) vakio,
b) eksponenttijakautunut.

15. Lisda edelliseen simulointiin laskurit, jotka pitavat kirjaa siitd, kuinka
pitkdn ajan kunnossa on k jarjestelméa, k:n arvoilla 0, 1, 2 ja 3.
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6 VERKON YHTENAISYYDEN SIMULOINTI

Monia rakenteita, kuten tiestoa tai viestiverkkoa voidaan kuvata verkoksi ni-
mitetylld matemaattisella rakenteella. Se koostuu solmuista ja joitakin néista
vhdistavista sivuista. Joissain tilanteissa on hyodyllista liittaa sivuun suunta
(kuten silloin, kun tieosuudet on sédddetty yksisuuntaisiksi). Késitellaan tassa
vain yksinkertaista tapausta, jossa kunkin kahden solmun A ja B vélissé joko
on tai ei ole yhteys, ja suuntaa ei oteta huomioon.

Jos verkon jokaisesta solmusta on mahdollisuus kulkea yhteysvileja pitkin
mahdollisesti muiden solmujen kautta jokaiseen verkon solmuun, verkko on
yhtendinen. Kysymys verkon yhtenaisyydesta tulee vastaan esimerkiksi kun
viesti-, tie- tai voimansiirtoverkko tulee joltain osiltaan kayttokelvottomaksi.
Jos yhteysvéleja on paljon, niistd muutamien poistaminen ei ehka vield tuhoa
yhtenaisyytta.

6.1 Verkon matriisiesitys

Verkko on sindnsa geometris-visuaalinen késite. Tietokoneelle se on voitava
esittad numeerisessa muodossa.

Verkkoa on taulukkolaskennan kannalta mu-

kava esittda yhteysmatriisina M, jossa kuta-

kin solmua vastaa sekd vaakarivi etta pystysa- 7.
rake ja solmujen A ja B vilisen yhteyden eli
sivun AB olemassaolo merkitddn asettamalla

1 seké solmua A vastaavan rivin ja solmua B . . Lk
vastaavan sarakkeen ettd solmua B vastaavan "k "r.
rivin ja solmua A vastaavan sarakkeen risteys- N B
kohtaan. Sellaisia solmupareja, joiden vélilla

ei ole sivua, vastaavat risteyskohdat merkitaan

0:1la. Esimerkiksi oheisen kuvan mukaisen ver-

kon yhteysmatriisi olisi

A B C D FE F
A0 1 0 1 0 O
Bl1 0 1 0 1 0
cl1o 1 0 0 0 1
M= Df1 0 0 0 1 O (8)
El10 1 0 1 0 1
F\0 0 1 0 1 0
Matriisien M = (a;;), 4, j =1,2, ..., n,ja N = (bj), j, k=1, 2, n tulo
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M N on maaritelman mukaan se matriisi, jonka ¢:nnen rivin k:s alkio on
Cik = ai1big + ai2bok + - + Ainbpk- 9)

Jos verkon ¢:nnestéd solmusta on yhteys j:nteen ja j:nnestd k:nteen, niin ver-
kossa on yhteys ¢:nnestd solmusta j:nnen kautta k:nteen. Yhteysmatriisin
i:nnen rivin j:nnessa sarakkeessa ja j:nnen rivin k:nnessa sarakkeessa on tél-
16in 1. Silloin tulomatriisin M - M = M? imnen rivin ja kmnen sarakkeen
risteyksessi, oleva luku on positiivinen. Matriisin M? nollasta eroavat alkiot
osoittavat kaikki yhteydet, joiden pituus on kaksi solmunvalid. Vastaavasti
M3 = M - M? sisiltid ne yhteydet, joiden pituus on 3 solmunvilid. Jos sol-
muja on n, pisin yhteys on n — 1:n solmuvélin mittainen. Koska matriisit
lasketaan yhteen alkioittain, matriisin

N=M+M> 4.4+ M1
positiiviset alkiot osoittavat ne solmuparit, joiden valilla on yhteys.

6.1.1 Matriisitulo ja matriisin potenssit taulukkolaskennassa

Matriisien kertominen on taulukkolaskentaohjelmissa valikoista 1oytyvana val-
mistoimintana. Monte Carlo -simulointia varten on kuitenkin kéytannollisem-
pad toteuttaa kertolasku laskukaavana. Kopiointitoiminnan ansiosta kaavaa
(9) ei kuitenkaan tarvitse kirjoittaa kuin kerran. Oletetaan, ettd matriisi
A on taulukon riveilld 1, 2, 3 ja 4, sarakkeissa A, B, C ja D eli alueessa
A1..D4. Jos matriisi B on riveilld 5, 6, 7 ja 8, sarakkeissa A, B, C ja D, eli
alueessa A5..D8, niin matriisitulo BA tuotetaan kirjoittamalla ruutuun A9
kaava $A5*A$1+3B5xA$2+3C5xA$34+$D5+xA%4 ja kopioimalla tdmé aluee-
seen A9..D12.

Jos matriisi B on sama kuin matriisi A, niin alueeseen A9..D12 syntyvé mat-
riisi on A2. Jos edelld kopioitu kaava liitetdin ruutuun A13, siihen ilmestyy
$A9xAS$1+$BIxA$2+3CIxA$3+3D9xA$4, eli tulomatriisin (BA)A = BA?
vasemman ylakulman alkio. Kun kaava liitetddn koko alueeseen A13..D16,
sithen syntyy matriisi BA? kokonaisuudessaan. Jos B = A, alueessa on mat-
riisi A%. Niin havaitaan mielenkiintoinen seikka: kaikki matriisin A potenssit
voidaan tuottaa pelkédstadn kopioimalla yhta kaavaa.

6.2 Haavoittuva verkko

Taulukkolaskentasimuloinnilla voidaan luoda kuvaa yksinkertaisen verkon ra-
kenteen vaikutuksesta sen haavoittuvuuteen. Kasitelladn esimerkkiné edelli-
sen kuvan verkkoa. Oletetaan, ettd jonain hetkena kukin verkon sivu on ehja
todennéakoisyydellé p, ja ettd eri vélien eheys on toisista véleisté riippumaton.
Téllaista verkkoa voidaan kuvata yhteysmatriisilla M, missd matriisin (8) yk-
koset on korvattu satunnaismuuttujilla, joiden arvo on 1 todennékéisyydella
p ja 0 todennékoisyydella 1 — p. On kuitenkin huomattava, ettd kukin mat-
riisin paalavistajan suhteen symmetrinen ykkonen edustaa samaa valia, joten
tallaisissa asemissa olevat satunnaismuuttujat ovat samat. Pyritdan selvit-
tamadn, miten todennékoisesti téllaisessa verkossa on yhteys jonkin kahden
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solmun valilld ja miten todennéakoisesti verkko on yhtendinen, eli sellainen,
jossa jokaisesta solmusta on yhteys jokaiseen muuhun solmuun.

Taulukkolaskentaan tallainen matriisi voidaan tuottaa sijoittamalla jonkin
6 X 6 nelion oikeaan yldkulmaan puuttuvat valit nollina ja epavarmat véa-
lit kaavoina QIF(QRAND< p; 1; 0). p on sijoitettu johonkin ruutuun, johon
viitataan dollarimerkein kiinnitetylld osoitteella. Muodostetaan tastd ylakul-
masta symmetrinen yhteysmatriisi suorin soluviittauksin. Tama tapahtuu
muutamin kopioi-liitd-komennoin. Yhteysmatriisin potenssit toisesta viiden-
teen lasketaan edelld kuvatulla tavalla yhteysmatriisin alle. Potenssisumma-
matriisi S = M + M? + --- + M® muodostetaan kirjoittamalla sen vasem-
man yldkulman alkion summakaava ja kopioimalla tdma kaava edelleen 6 x 6
alueeseen. Kun olemme kiinnostuneita siitd, onko tiettyjen solmujen valilla
yhteyttd, voimme sijoittaa S-matriisin alkioiksi @QIF-kaavan avulla ykkosen,
jos potenssien summassa alkio on positiivinen. Jos S:n kaikki alkiot ovat yk-
kosié, jokaisesta solmusta on yhteys jokaiseen muuhun. Itseviittaustekniikalla
on edelleen helppo rakentaa laskurit, joiden avulla voi laskea eri solmuvélien
yhteyksien lukuméaaran, kun arvonta toistetaan useamman kerran. Kun to-
dennéakoisyydeksi p asetettiin 0,9 ja yhteydet arvottiin 1000 kertaa, saatiin eri
yvhteyksien frekvenssimatriisiksi

A B C D FE F

952 918 856 922 905 853
918 993 924 922 963 914
856 924 967 864 909 931
922 922 864 967 932 872
905 963 909 932 997 932
853 914 931 872 932 974

HTEHOQW e

Aikaa kului noin 35 sekuntia. Paalavistdjén alkiot osoittavat niiden tapauk-
sien lukumaééran, joissa solmusta ylimalkaan on yhteys johonkin toiseen sol-
muun. Esimerkkitapauksessa verkko oli yhtendinen 802 kertaa. Tassa tapauk-
sessa verkon yhtenaisyyden todenndkoisyys asettui lahelle yksittaisen sivun
eheyden todennakoisyytta. Kun simulointi toistettiin arvolla p = 0,9, verkko
oli yhtendinen 942 kertaa ja yhteys A:sta F:4an syntyi 958 kertaa.

Harjoituksia

16. Selvitad, mitd yhteyksien lisddminen, esimerkiksi vilille AE ja BF', vai-
kuttaa edellad kasitellyn verkon haavoittuvuuteen. Selvitd, mitd vaikutusta
yvhteyden BE poistamisella olisi.

17. Tutki, miten yhteysvélien kahdentaminen tai kolmintaminen (vikaantu-
misen mielessé toisistaan riippumattomin rinnakkaisvélein) vaikuttaa verkon
yhtendisyyteen. Vihje: Mieti, miten todennédkdistd on, ettd kaikki yhteydet
ovat yhta aikaa poikki vertaa arvottua satunnaislukua tdhén todennékoisyy-
teen.
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7 JOUKKOJEN KULUMISEN SIMULOINTI

7.1 Lanchesterin deterministiset kulumismallit

Englantilaisen F. W. Lanchesterin ensimmaisen maailmansodan aikana esit-
tama kuuluisa joukkojen kulumisen malli on edelleen monien taistelun kvan-
titatiivisten analyysien pohjana. Lanchesterin [1, s. 10] perusmalleissa tais-
televan joukon vahvuus pienenee nopeudella, joka joko on verrannollinen vas-
tustajan vahvuuteen tai omaan ja vastustajan vahvuuteen. Taten molempien
taistelun osapuolten vahvuuden muutokset kytkeytyvat toisiinsa, ja niitd on
tarkasteltava yhdessa. Jos kulumistapa on molemmin puolin sama, puhutaan
edellisessa tapauksessa tahdatyn tulen mallista ja Lanchesterin nelitlaista,
jalkimmaisessa aluevaikutuksen mallista ja Lanchesterin lineaarisesta laista.
Toisiaan kuluttavat joukot voidaan jakaa osiin, joiden kulutus ja kuluminen
suhteessa vastustajan osiin on erilaista.

Lanchesterin malli kasittelee joukon vahvuutta jatkuvana suureena. Malli voi-
daan muotoilla differentiaaliyhtaloryhminé, jotka yksinkertaisissa tapauksissa
voidaan ratkaista suljetussa muodossa ja jotka aina voidaan likimaarin rat-
kaista numeerisin menetelmin. Perusidea, muutos, jonka suuruus kulloinkin
madriytyy osapuolten vahvuuksista, on kuitenkin helposti simuloitavissa tau-
lukossa diskretisoidussa muodossaan. Totuuden nimessa on muistettava, etta
nyt simuloidaan mallia, joka yrittda simuloida todellisuutta; taistelu on itses-
sdan niin monielementtinen asia, ettd sen rehellinen simulointi on jokseenkin
mahdotonta.

7.1.1 Homogeeniset joukot

Yksinkertaisimmillaan Lanchesterin malli on nelidlaissa. Siinéd osapuolten S
(”Sininen”) ja K (”Keltainen”) vahvuudet Ng ja Nx muuttuvat aikana At
madrilla

ANS = —CLKNKAt ja ANK = —astAt.

Taistelevien osapuolien alkuvahvuudet sijoitetaan kahteen sarakkeeseen, esi-
merkiksi ruutuihin Al ja B1, joukon tulinopeuden ja tehon seké vastusta-
jan suojautumisasteen huomioon ottavat kertoimet ax ja ag kiinteisiin ruu-
tuihin, esimerkiksi C1 ja D1. Mukavuuden vuoksi voi ajan yksikén valita
niin, ettd At = 1. Kirjoitetaan ruutuihin A2 ja B2 kaavat +A1-$C$1xB1 ja
+B1-$D$1xA1 ja kopioidaan naita kaavoja sarakkeisiin A ja B.

Taistelua voidaan kaydé tietty aika, mikd merkitsee kiintedtd méards aika-
askelia eli taulukkolaskennan riveja. Voittanut osapuoli on se, jonka vahvuus
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talla rivilla on suurempi. Lanchesterin malleissa taistelun katsotaan usein
padttyvéan silloin, kun jommankumman osapuolen vahvuus laskee alle jonkin
kynnysarvon, esimerkiksi 70 % alkuvahvuudesta. Tdmé& osapuoli on samalla
havinnyt osapuoli. Yksinkertainen keino ndhda voittaja eri lahtoparamet-
rien arvoilla on sijoittaa vahvuusarvojen viereen ehtolauseet, jotka esimerkiksi
tuottavat kahteen sarakkeeseen joko tyhjan merkin tai ykkosen sen mukaan,
onko vahvuus alittanut asetetun kynnyksen. Laskemalla sarakkeiden summa
eli ykkosten maara saadaan selville, kumpi osapuoli aikaisemmin alitti kyn-
nysvahvuuden ja havisi taistelun.

Aluevaikutteisen tulen késittely on muuten sama, mutta A2- ja B2-ruutujen
kaavoiksi on kirjoitettava
+A1-$C$1x«B1xA1/$A$1 ja +B1—-$D$1xA1xB1/$B$1.

Kaavoihin siséltyvan alkuvahvuuksilla jakamisen voisi kuitata myos pienen-
tamalld (huomattavasti!) kulutusparametreja ax ja ag, mutta esitetty kaava
noudattaa Lanchesterin teoriassa totuttua muotoilua.

Taulukkoon voidaan liittda ruutuja, jossa osapuolen voimaa kasvatetaan tais-
teluun mukaan tulevan reservin voimalla.

7.1.2 Epahomogeeniset joukot

Jos Lanchesterin mallia yritetaan sovittaa joukkoihin, jotka ovat jakautuneet
selvésti erilaisiin komponentteihin (esim. jalkavéki, panssarit, tykisto), on
otettava huomioon toisaalta tulen erilainen vaikutus ja tulen jakautuminen
eri kohteisiin. Lisdksi osa tulesta voi olla aluevaikutteista ja osa tdhdéattya.

Jos Sininen jakautuu k:hon ja Keltainen n:dén osaan, tehoparametreja ag,;,
br;, tulee 2kn kappaletta (jokaisen kummankin puolen osion vaikutus ku-
hunkin toisen puolen osioon), joista jotkut voivat olla nollia. Lisdksi kuvaan
kuuluu 2kn osuusparametria, joilla osoitetaan kunkin se osa kunkin osapuo-
len voimasta, joka kohdistuu tiettyyn vastustajan osaan. Osuusparametri ja
vastaava tehoparametri voidaan kertoa keskenéan osuuden ja voiman osoit-
tavaksi kertoimeksi (jota seuraavassa edelleen merkitdén ag,:11d ja bg,:1l4.
Tietyn Sinisen osion S; voiman muutos on aikajaksona At on tadhdatyn tulen
mallissa

ANSZ- = — (th-NKl + -+ me.NKn)At.

Vastaavanlainen on tietyn Keltaisen osion K; voiman muutos:
ANKJ. = — (aslesl + -+ a,gijSk) At.

Taistelun kulun seuraamiseksi eri osioiden vahvuuksille varataan sarake kul-
lekin, vaikutus- ja osuusparametreille omat alueensa. Naiden tulo voidaan
muodostaa yhden kaavan kopioinnilla. Vahvuussarakkeiden rivit generoidaan
ylemmisté riveistd kulumiskaavojen avulla (kiinnitetyt osoitteet viittauksissa
parametreihin!). Taistelun padttymisen kriteeri asetetaan. Se voi liittya ko-
konaisvahvuuteen tai kriittisen osion kulumiseen.
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Usean osion mallissa on runsaasti parametreja, joiden reaalinen merkitys ei
ole aina kovin selvi. Jos mallin avulla pyritdan selvittdméaan parametrien vai-
kutusta taistelun lopputulokseen, erilaisia parametriyhdistelmia on runsaasti.
Téallainen tutkimus on toteutettava melko systemaattisesti, jotta silld voisi
katsoa olevan merkitysta.

Harjoituksia

18. Rakenna malli, jossa Sinisella ja Keltaisella on kaksi osiota kummalla-
kin. Tutki alkuvahvuuksien, vaikutuskertoimien ja osuuskertoimien vaiku-
tusta taistelun lopputulokseen.

19. Rakenna malli, jossa Sinisella ja Keltaisella on kaksi osiota kummallakin,
ja toisen tuli on aluevaikutteista, toisen tahdattya.

7.2 Monte Carlo -Lanchester

Lanchesterin mallit ovat deterministisia. Taistelun lopputulos on alkupara-
metrien yksikésitteinen funktio. Esitettyihin malleihin voidaan rakentaa si-
saan satunnaisuutta esimerkiksi asettamalla vaikutuskertoimet satunnaislu-
vuiksi. Kun taulukkoon rakennetaan, esimerkiksi edelld kuvatulla tavalla,
taistelun lopputuloksen ilmaisin ja laskurit, voidaan taistelu ajaa useita ker-
toja.

Vaikutuskertoimien satunnaistamisessa on useita mahdollisuuksia. Kertoi-
met voidaan arpoa kerta kaikkiaan kutakin simulointikierrosta varten. Tal-
16in on jarkevintd liikkua joissain haarukoissa [ag, a1, ts. kiyttdd tyyp-
pid ag + X (a1 — ap) tyyppistd rakennetta, missé X on @QRAND-funktion
tuottama vélin [0, 1] satunnaisluku. Taistelukentdn kaoottisuutta saat-
taa paremmin mallintaa vaikutuskertoimen satunnaistaminen joka aske-
leella.  Yksinkertaisimmin tédmé tapahtuu korvaamalla edelld muodossa
+A1-$C$1xB1 ja +B1-$D$1xAl kirjoitetut kulumisaskeleen kaavat kaa-
voilla +A1-$C3$1+B1x@QRAND ja +B1—-$D$1xA1+«QRAND.

Harjoituksia

20. Rakenna edelld kuvatut toistomallit laskureineen ja tutki, miten erilaiset
satunnaistamiset vaikuttavat simulaation lopputulokseen.
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