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Den nionde nordiska matematiktivlingen d4gde rum den 15 mars 1995, med Finland
som arrangorsland. Tavlingen genomfordes som vanligt i deltagarnas egna skolor i
form av en skrivning med fyra problem som borde losas i fyra timmars tid. Svar-
pappren granskades férst av de nationella kommittérna i de deltagande fem linder,
och resultaten koordinerades av den finska kommittén (Kerkko Luosto, Jari Lappa-
lainen och Matti Lehtinen).

Sammanlagt deltog 69 gymnasieungdomar fran de fem nordiska landerna. Tav-
lingen tycks ha varit ganska men inte alltfor svar: ingen av deltagarna nadde
maximalpoangtalet 20 och medianpoéangtalet var 7. De genomsnittliga podngtalen
i enskilda problem var 2,81 i den forsta uppgiften, 3,84 i den andra, 0,89 i den
tredje och 1,06 i den fjarde.

De tolv bista resultaten i tavlingen:
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Tavlingsproblem och 16sningar

Problem 1. Lat AB vara en diameter i en cirkel med medelpunkt O. Vilj en
punkt C pa cirkeln sadan att OC &r vinkelrdt mot AB. Lat Pivara en godtycklig
punkt pa cirkeln mellan C och B och lat linjerna CP och AB skira varandra
i punkten Q. Vilj R pa linjen AP si att RQ och AB ar vinkelrdta. Visa att

|BQ| = QR

Losning: Dra PB. Da dr pa grund av Thales’ teorem /RPB = /APB = 90°,
och bade P och Q ligger pa cirkeln med diametern BR. Eftersom /AOC = 90°,
ar /RPQ = /CPA = 45°. Men da ar ZRBQ = 45°, och RBQ ar en likbent
ritvinklig triangel, det vill siga |BQ| = |QR)|.

Problem 2. Vid kodning av meddelanden anvénds f6ljder av nollor och ettor.
Endast foljder med hogst tvd pa varandra féljande nollor eller ettor ar tillitna.
(Exempelvis ir foljden 011001 tilliten, men inte 011101.) Bestim antalet tillitna
foljder med exakt 12 siffror.

Losning: Varje satt att representera 12 som en ordnad summa av ettor och tvaor
motsvarar exakt tva tillitna foljder (man kan bérja f6ljden med en nolla eller en
etta). Antalet summor med 12 ettor &r 1, antalet summor med en tvaa och 10 ettor

11
ar ( ] 0) (det vill sdga antalet alternativ att vélja de 10 ettorna bland summans

11 termer) osv. Séalunda &r antalet tillitna foljder lika med

6
2.3 12 =R g (14+11+45+84+70+21+1) = 466.
2\ 2k :

Problem 3. Lat n > 2 och 13t z,, z2, ..., T, vara reella tal for vilka x; + 75 +
oo+ T, >0o0ch 22 + 23 +--- + 22 = 1. Sitt M = max{z,,z2,...,7,}. Visa att

M > L

T Vnn-1)
Avgor om likhet kan intriffa.

Losning: Vi antecknar med I méingden av sadana i for vilka z; > 0 och med J

1
méngden av de i for vilka z; < 0. Anta M < —W———ﬁ Daarl#({1,2,...,n},
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. . 1 .
eftersom annars |z;| = z; < for varje 4, och Y [, 2% < —3<tL S4
n -—

1
vn(n—1)

1 1 1 n—1
<(n—-1) ——— = =och }, ;< (n-1 = .
Saer @ < (1) ey T g ok Tierse < (0 - D =y =y
Eftersom "
0y 2= - |z,
i=1 il ieJ

o 2 -1
far vi Ziellxil <D erti < \/ och EzGJ i< (Zieleil) . Men

da ar
Zz —Zw —1 =1,

i€l i€J

och vi har en motségelse. For att se, att likheten M = ar mojlig, valjer

1
v/n(n—-1)
. 1 . [n—-1 _, .
lei:_T(\/T_l) z=1,2,... n—1, och z,, = — - Da ar det klart, att

in 1
Ez-— ;= (n - 1 m n =0 och Zm—l 7 (n - 1) (n — 1)
n—1
=1.
n

Problem 4. Visa att det finns ett odndligt antal icke kongruenta trianglar T
sadana att:

(i) Sidolidngderna i T &r pa varandra foljande heltal.
(ii) Arean av T ar ett heltal.

Losning: For varje n > 3 utgér n — 1, n, n + 1 sidorna av en triangel. Den halva
perimetern av den hir triangeln &r 3n/2. P4 grund av Herons formel 4r arean av
triangeln

T=¢3;.(3; wet) (on) (2 nr) =2y B0,

Om n = 4, & T = 6. Atminstone en triangel uppfyller alltsi problemets villkor.

Anta nu att n ir ett jimnt tal for vilket 1 (n?—4) &r en kvadrat. Sitt m =n%-2 >

n. D4 &r m jamnt och m? — 4 = (m + 2)(m — 2) = n%(n? — 4), och slunda ir

Z(m2 —4) en kvadrat och T' = % Z(m2 — 4) &r ett heltal. Det bevisar utsagan.



