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34. Matematukkaolymp1alalset

Istanbulissa e

Matematiikan olympiavalmennus
alkoi totuttuun tapaan syksyn
1992 valtakunnallisesta lukion
matematiikkakilpailusta. Kirjeval-
mennusosuuteen valittin MAO-
Lin valtakunnallisen lukion mate-
matiikkakilpailun avoimen sarjan
29 parasta ja perussarjan 21 pa-
rasta. Ensimmainen valmennus-
kirje postitettiin joulun alla 1992,
ja aktiivisimmat ehtivét saada vii-
sivalmennuskirjettd. Valmennuk-
sesta huolehtivat FT Kerkko Luos-
to Helsingin yliopistosta ja kirjoit-
taja.

Valmennettavista 18 aktiivisin-
ta osallistui seitseménteen poh-
joismaiseen matematiikkakilpai-
luun, joka pidettiin 17. maaliskuu-
ta 1993. Kilpailun pohjoismaiden
kesken kiertdva jarjestamisvas-
tuu oli télla kertaa Norjalla. Yh-
teensa 68:n kaikkia viittd pohjois-
maata edustaneen kilpailijan jou-
kossa parhaat suomalaiset olivat
Lari Rajantie (Ressun lukio) jae-
tulla kolmannellia sijalla, Jaakko
Kangasharju (Myyrmaen lukio) ja
Ville Voipio (Helsingin Suomalai-
nen Yhteiskoulu) 8:nnella sijalla,
Juha Lemmetti (Tampereen ly-
seo) ja Kaarlo Viisdnen (Helsin-
gin Suomalainen Yhteiskoulu)
12:nnella sekd Ari Savolainen
(Utajérven lukio) ja Simo Suho-
nen (Sipoon Lukio) 26:nnella si-
jalla. Matematiikkaolympialaisia
ennakoiva kunkin maan kuuden
parhaan pisteiden yhteenlasku
antoi Suomelle perati toisentilan,
Tanskan jalkeen.

Olympiavalmennettavista 12:lle
pidettiin 7. - 10. kesdkuuta 1993
valmennustilaisuus Helsingin yli-
opiston matematiikan laitoksen
tiloissa. Valmennustilaisuudessa
pidettyjen kokeiden, aikaisemman
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kilpailumenestyksen ja valmen-
nuksen yhteydessd saadun
arvioinnin perusteella olympia-
joukkueeseen valittiin /fkka Ala-
saarela (Kastellin lukio, Oulu),
Juha Lemmetti, Lari Rajantie,
Simo Suhonen, Sirpa Taskinen
(Vantaanjoen lukio) ja Kaarlo
Vaisdnen. Joukkueen johtajana
toimi Matti Lehtinen ja varajohta-
jana Kerkko Luosto.

34. Kansainvaliset matematiik-
kaolympialaiset pidettiin Istanbu-
lissa 13. - 24. heindkuuta 1993.
Kilpailujen jarjestelyt hoiti Turkin
teknis-tieteellinen tutkimusneu-
vosto TUBITAK yhdessad Turkin
matemaattisen yhdistyksen kans-
sa. Jarjestelyt oli tehty huolella,
tyota ja rahaa saastamatta, ja ne
olivat kaikin puolin onnistuneet.
Kilpailujoukkueita oli kaikkiaan 73
maasta. Tdmé samoin kuin kilpai-
lijoiden yhteism&ara 413 on uusi
ennatys ja osoittaa matematiik-
kaolympialaisten yleismaailmalli-
senarvostuksen jatkuvaa kasvua.
Mm. kaikki Euroopan maat ovat
nyt mukana matematiikkaolym-
pialaisissa (Istanbulista olivatkui-
tenkin poliittisten syiden vuoksi
poissa Kreikka, Kypros ja Jugo-
slavia; kaksi ensin mainittua siksi,

Suomen joukkue ekskursiolla
Bilyiikadan saarella.
Vasemmalta Matti Lehtinen,
Kaarlo Vaisénen, Simo
Suhonen, Lari Rajantie,
Kerkko Luosto, Juha
Lemmetti, llkka Alasaarela,
joukkueen opas Kiirsat
Demirkol ja Sirpa Taskinen.

etté kilpailuihin osallistui joukkue
Kyproksen turkkilaisesta osasta)
Joukkueenjohtajat kokoontui-
vat Istanbuliin laatimaan kilpailun
tehtdvésarjaa 13. heindkuuta, ja
joukkueet saapuivat Istanbuliin
varajohtajien kera 16. heinakuu-
ta. Kilpailun avajaiset pidettiin
Turkin varapdaministeri Erdal
Indnin l&snédollessa Istanbulin
Atatirk-kulttuurikeskuksessa 17.
heindkuuta jaitse kokeet Atakdyn
turistikeskuksessa Istanbulin lai-
tamilla 18. ja 19. heindkuuta. Pal-
kintojenjako ja paattajaiset pidet-
tiin 23. heindkuuta
Atatlrk-keskuksessa. Kilpailu-
paivien ulkopuolelle jddvana ai-
kana kilpailijoille jarjestettiin mo-
nipuolista tutustumisohjelmaa ls-
tanbulissa ja sen 1&hiympéristds-
sa. Turkin kurdiongelman vuoksi

35



kiristynyt tilanne ei kilpailuissa
tullut esiin muuten kuin poikkeuk-
sellisen runsaina ja nakyvina tur-
vallisuusjarjestelyina.

Olympialaisissa jaettiin 35 en-
simmaisté, 67 toista ja 98 kolmat-
ta palkintoa. Kilpailutehtavét oli-
vatjonkin verran totuttua vaikeam-
pia, joten palkintosuoritukseen
tarvittavat pistemaaérat jaivat nor-
maalia alhaisemmiksi. Etenkin
tehtava 3, Kerkko Luoston keksi-
ma ja Suomen esittdmd, tuotti
vaikeuksia hyvinkin harjoitelleille
joukkueille. Téaysin oikeat suori-
tukset kaikkiin tehtaviin 16ytyivéat
vain kahdelta kilpailijalta, joista
toinen oli Kiinasta, toinen Taiwa-
nista. Ensimmadisista palkinnois-
ta kuusi tuli Kiinaan, ja Kiina sai
myds ylivoimaisesti eniten pistei-
tdmaiden vélisessé epavirallises-
sa joukkuekilpailussa. Seuraavil-
la sijoilla olivat Saksa, Bulgaria,
Venaj, Taiwan, Iran, USA, Un-
kari, Vietnam ja Tsekki.

Suomen menestys oli jalleen
erittdin vaatimaton. Yhték&an suo-
malaista ei palkittu mitalilla, ja
maiden vélisessa pistekilpailus-
sa Suomi oli 52, Pohjoismaista
nyt neljantend. Jos haluaa, niin
tatakin voidaan pitéaa lievasti
myonteisend kehityksend, koska
edellisen vuoden kilpailussa Suo-
men vastaava sijoitus oli 54. 62:n
osallistujamaan joukossa. Henki-
I6kohtaisessa tulosluettelossa
parhaat suomalaiset (Alasaare-
la, Lemmetti ja Rajantie) olivat
sijalla 251.

Sin&nsa erinomaisesti onnistu-
neisiin kilpailuihin liittyi muutamia
ikAvampiakin piirteita. Yksi kilpai-
lija hylattiin muistiinpanojen kayt-
tamisen takia ja kahdelta laskinta
kaytténeelta riistettiin toisen kil-
pailupéivan pisteet. Jo mainittu
Suomen esittdma tehtdvéa 3 aihe-
utti pitkan keskustelun. Tehtavi-
envalintavaiheessa se olituoma-
riston suosikki ja se sai taakseen
suurimman aanimadaran tehtava-
sarjaa valittaessa. Sittemmin
osoittautui, ettd ladhestulkoon
sama tehtéva oli esitetty Itsenais-
ten valtioiden yhteisén matema-
tiilkkaolympialaisissa Alma-Atas-
sa huhtikuussa 1992. Osa tuo-
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Tehtavit

1. Olkoon f(z) = z" + 5z"~! + 3, missi n > 1 on kokonaisluku. Osoita, etti f(z)
ei voi olla kahden kokonaislukukertoimisen ja vahintaan astetta 1 olevan polynomin
tulo.

2. Olkoon D teravakulmaisen kolmion ABC sisépiste, joka toteuttaa ehdot
(ADB = [ACB +90° ja AC-BD = AD - BC.
AB-CD
(a) Laske suhteen 4 BD Vo
(b) Todista, ettd kolmioiden ACD ja BCD ympéri piirrettyjen ympyroiden pistee-
seen C piirretyt tangentit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.

3. Adrettomalla sakkilaudalla pelataan seuraavaa pelia. Pelin alussa laudalla on n?
nappulaa, jotka on sijoitettu n x n:n vierekkaisen ruudun muodostamaan nelioon,
yksi kuhunkin ruutuun. Pelin siirto on hyppy vaaka- tai pystysuunnassa sellaisen
ruudun yli, jossa on nappula, viereiseen tyhjasin ruutuun. Nappula, jonka yli on
hypétty, poistetaan laudalta. mairitd ne n:n arvot, joilla peli voi loppua niin, etta
laudalle j&a vain yksi nappula.

4. Jos P, Q ja R ovat kolme tason pistettd, niin maaritelladn m(PQR) kolmion
PQR korkeusjanojen minimipituudeksi (ja jos P, Q ja R ovat samalla suoralla, ase-
tetaan m(PQR) = 0). Olkoot A, B ja C kolme annettua tason pistetti. Todista,
ettd jokaiselle tason pisteelle X pitee

m(ABC) < m(ABX) + m(AXC) + m(XBC).

5. Olkoon N = {1, 2, 3, ...}. Selvitd, onko olemassa funktiota f : N — N siten, etta
(1) =2, f(f(n)) = f(n) +n kaikilla n €N ja f(n) < f(n +1) kaikilla n € N.

6. Olkoon n > 1 kokonaisluku. n lamppua Ly, Ly, ..., L,-1 on jirjestetty ympyraan.
Jokainen lamppu joko palaa tai on sammuksissa. Suoritetaan jono operaatioita Sp,
S1, ..y Sy ... Operaatio S; vaikuttaa vain lamppuun L; (eiké muihin lamppui-
hin) seuraavasti: Jos L;_; palaa, niin S; vaihtaa L;:m tilan (sytyttaa tai sammuttaa
sen). Jos L;_; on sammuksissa, S; pitdd L;:n tilan ennallaan. Lamput on numeroitu
modulo n siten, ettd L_y = Ly_1, Lo = Ly, Ly = Lpy1 jne. Aluksi kaikki lamput
palavat. Osoita, etta

(a) on olemassa positiivinen kokonaisluku M (n) siten, ettd M(n):n operaation jal-

keen kaikki lamput palavat jalleen;
(b) jos n on muotoa 2*, niin kaikki lamput palavat n? — 1:n operaation jalkeen;

(c) jos n on muotoa 2* + 1, niin kaikki lamput palavat n*> — n + 1:n operaation
jélkeen.

maristoa olisi halunnut rankaista
tehtavien valintavaiheessa huo-
nomuistisiksi osoittautuneita ja-
seniaan, etenkin Venajan edus-
tajaa (joka ei jostain syysté ollut
lasnatehtavien valintavaiheessa).
- Itse asiassa Alma-Atan kilpailun
tehtavat oli jaettu kaikille mate-
matiikkaolympialaisten tuomaris-
ton jasenille jo vuosi sitten, ja
kyseinen tehtava I6ytyi olympia-
laisten jdlkeen Kirjoittajankin ar-
kistosta. Tapahtumasarja 0soit-

taa tuoreiden tehtavien 16ytami-
sen hankaloituvan vuosi vuodel-
ta. Erilaisia matematiikkakilpaitu-
ja jarjestetdan vuosittain satoja.
Seuraavat matematiikkaolym-
pialaiset pidetdan Hongkongissa
8. - 20. heindkuuta 1994. Sen
jilkeen olympialaisten jarjesta-
misvuorossa ovat Kanada, Intia,
Argentiina, Japani ja Romania. 0
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Ratkaisut

1. Oletetaan, ettd f(x) = g(z)h(z), missé g ja h ovat kokonaislukukertoimisia ai-
nakin ensimmaistd astetta olevia polynomeja. Silloin g(0)h(0) = 3, joten g(O):nja
h(0):n mahdolliset arvot ovat +1 ja +3. Oletetaan, etta g(0) = +1. Voidaan olettaa,
ettd g(z) = zF +ap_12¥ ' +...+ayz+1. Koska f(%1) # 0, niin k > 1. Olkoot 2y, s,
..., T& yhtalon g(x) = 0 (kompleksiset) ratkaisut. Silloin |z1z2 - ... x| = 1. Koska
luvut z; ovat yhtélon f(z) = 0 ratkaisuja, niin :r:;‘"(z] +5)=-3,j=1,2 ...,k
Kun némi k yhtilod kerrotaan keskeniin, saadaan |(z;+5)(zy+5)-. .. (z4+5)| = 3*
eli |g(—5)| = 3*. Toisaalta g(—5) on luvun f(—5) = 3 tekijd, joten |g(—5)| =1 tai
lg(—5)| = 3. Saatu ristiriita osoittaa ratkaisun alussa tehdyn oletuksen virheelliseksi,
joten tehtavan vaite on tullut todistetuksi.
2. (a) Piirretdan jana DE niin, ettd DE = DB ja DELDB. Silloin (ADE =
LACB ja 4D = 5D = DE joten kolmiot ADE ja ACB ovat yhdenmuotoiset
AC ~ BC " BC’ AR AC
(sks). Titen LCAB = LDAE ja = = 2~ Edelleen LCAD = (CAB — (DAB =
/DAE ~ !DAB = (BAE. Myés kolmiot CAD ja BAE ovat yhdenmuotoiset (sks).
Koska BDE on tasakylkinen suorakulmainen kolmio, BE = /2BD. Saadaan siis
£_Q_ CcD ,tABvCD_\/i
AB~BE epp' '™ ac-BD ¥*
(b) Olkoot CT ja CU kolmioiden ACD ja BCD ympari piirrettyjen ympyrdiden
pisteeseen C piirrettyja tangentteja. Silloin ZDCT = (DAC ja (DCU = (DBC
samoja kaaria vastaavina tangentti- ja kehikulmina. Kolmion ABD kulmasummas-
ta saadaan (ADE + (DAB + (DBA + 90° = 180°. Koska LADE = LACB, on
edelleen LACB + (CAB — (CAD + LABC ~ (DBC = 90°. Kun otetaan huomioon
kolmion ABC kulmasumma, saadaan haluttu relaatio 90° = /CAD + (DBC =
(DCU + (DCT = LUCT.

3. Viritetain 3akkilaudan ruudut kolmella varilla A, B ja C niin, ettd kussakin-

"alhaalta vasemmalta" "yl6s oikealle” kulkevassa vinorivissa ruudut ovat samanva-

riset ja vinorivien virit seuraavat toisiaan samassa jarjestyksessa. Oletetaan, ettd
nappuloiden alkuasentonelién lavistdjarivi on viria A. Symmetrian perusteella B-

ja C-virisilla ruuduilla on alk yhtéd monta nappul Jos n = 3k, niin
A-virisilld ruuduilla on alkuasemassa
3k+2((3k—3)+(3k—6)+...+3)=3k+2'3k(k2;1)=3k’= %n’

nappulaa; alkuasemassa on téllin yhtd monta nappulaa jokaisella kolmella varilld
véritriybma ruuduissa. Jokainen pelin siirto muuttaa kunkin vérisilld ruuduilla ole-
vien nappuloiden méirén parillisuuden: siirto poistaa kahdelta eriviriseltd ruudulta
nappulan ja lisda yhden nappulan kol lle virille. Lopp yhden virin
nappulamdiré on pariton ja kahden muun parillinen. Koska alkuasemassa kaikilla
vireilld oli sama nappulamasra, peli ei voi onnistua.

Olkoon sitten n jaoton kolmella. Jos n = 2, peli saadaan onnistumaan. Helposti
nahdiin myds, ettd neljista ruudusta muodostuvan L:n muotoisen kuvion kolmesta
vierekkdin olevasta ruudusta voidaan kolmella siirrolla poistaa nappulat, jos L:n ly-
hyemmiissi sakarassa olevalla nappulalla voidaan tehda ensimmainen siirto. Lisaksi
2 x 3-suorakaiteessa olevat kolme kuusi nappulaa voidaan poistaa esimerkiksi silloin,
kun suorakaiteen kahdella pitkin ja yhden lyhyen sivun vierekkdiset ruudut ovat
tyhjid ja ainakin toinen toiseen lyhyeen sivuun rajoittuvista ruuduista on miehitet-
ty. Naitéd operaatioita toistamalla nahdaén, etté peli onnistuy, kunn =4 jan = 5.
Kun n > 6, samoja operaatioita toistamalla paastdan tilanteeseen, jossa nappulat
ovat (n — 3) x (n — 3)-neliossa. Toistamalla tarvittaessa samat operaatiot saadaan
tilanne palautetuksi 4 x 4- tai 5 x 5-neliéon. Peli onnistuu siis aina ja vain, kun n ei
ole jaollinen kolmella.

4. Olkoot A; ja A, mielivaltaisia tason pisteitd ja r < A;A;. Selvitetdan ensin,
millainen on niiden pisteiden X joukko E(A;, Ay, 1), joille pitee m(XA14;) < 7.
Jos K ja Ki ovat Aj- ja Aj-keskiset r-siteiset ympyrat t; ja t2 ympyroiden K,
ja K3 yhdensuuntaiset yhteiset tangentit ja t, ¢ seka tj, t; ympyran pisteen A4,
kautta kulkevat ympyrin K- seka pisteen A; kautta kulkevat ympyran K tangen-
tit, niin kyseinen joukko muodostuu suorien ¢, ja ¢ valiin jadvista yhdensuuntais-
vyostd ja kulmista t]A,t; sekd t;Asty Jos M, on tangenttien ¢, ja t) leikkauspiste,
niin helppo kehakulmatarkastelu osoittaa, ettd kolmio A;A2M; on tasakylkinen,
eli AjM; = A;A;. Joukkoa E(r) rajoittavien murtoviivojen karkipisteet ovat siis
A Ag:sta etdisyydella r olevilla suorilla ja A;- sekd Ap-keskisilld A;Aj-siteisilla ym-
pyro
Olkoon sitten ABC tehtavan kolmio; ei merkitse rajoitusta, kun oletctaan, etta AB
on sen pisin sivu; merkitdan r = m(ABC). Suorat AB, BC ja CD jakavat tason
seitsemasn osaan, joista yksi on kolmio G 4p¢ eli kolmio ABC, ja kolme sellaisia
kulmia, joiden karki on jokin kolmion kirki. Olkoot nami alueet G4, Gp ja Gc.
Loput kolme aluetta ovat kahden puolisiteen ja yhden kolmion sivun rajoittamia
alueita; olkoot ne G 4p, Gac ja Gac. Kukin alue sisiltda myds reunansa. Jaetaan
tarkastelu tapauksiin sen mukaan, missa piste X sijaitsee. (a) Piste X on kolmion
ABC sisalli (tai reunalla). Jos |PQR| on kolmion PQR ala ja |PQ] janan PQ pituus,
niin |ABC| = |ABX| + |AXC|+ |ABC)|. Jaetaan timi yhtals puolittain |AB|:l1a.
Koska |AB| > {AX|, |AB| > |BX], niin

2AXC| | 2XEC|

m(ABC) < m(ABX) + TAB] TAE]

. (1)

Selviisti 2| PQR| = m(PQR) - max{|PQ|, |QR|, |RP|}. Koska AB on ainakin yhti
pitké kuin kolmioiden AXC ja X BC pisin sivu, niin epayhtélén (1) oikean puolen
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kaksi viimeistd yhteenlaskettavaa ovat enintddn m{AXC) ja m(XBC). Vaite on
tassd tapauksessa todistettu. (b) Piste X on alueessa G¢. Koska m(ABC) = r
on pisteesta C piirretyn korkeusjanan pituus, ja |AC| < |AB|, |BC| < |AB, niin
piste C ja alue G¢ on joukon E(A, B, r) osajoukko. (c) Piste X on joukossa G 4.
Koska suora AB on C-keskisen r-siteisen ympyrin tangentti, kulma G4 on joukon
E(B, C, r) osajoukke, joten m{ABC) = r < m(XBC). Viite pitee; symmetrian
takia viite pitee myos, kun X € Gp. (d) Piste X on alueessa G,p. Leikatkoon
XC janan AB pisteessa Y. Kohtien (b) ja (c) perusteella m(AYC) < m(AXC)
ja m(BCY) < m(BCX). Lisiksi m(ABY) = 0. Koska y € Gugc, m(ABC) <
m(ABY) + m(AYC) + m(YBC) < m(ABX) + m(AXC) + m(XBC). Piittely
tapauksissa X € Gpc ja X € G4c on sama.

1
5. Olkoon r = =(v5+1), 1,6 < r < 1,7, yhtilén r? = r + 1 positi
Silloin funktiolle g(z) = rz patee kaikilla n € N g(g(n)) = r’n = rn+n = g(n) +n.

inen juuri.

g(n) ei kuitenkaan ole kokonaisluku. Asetetaan f(n) = [g(n) + %] . Silloin f(1) =

[r+ %} = 2. Koska r > 1, niin g(n + 1) > g(n) + 1, mistd seuraa, ettd myds
f(n+1) > f(r). On vield osoitettava, etti f toteuttaa tehtivin keskimmiisen eh-
don. Téma seuraa siitd, ettd f(f(n)) — f(n) —n on kokonaisluku, |g(r) — f(n)| < %
ja
|£(£()) — f(n) = n| = |g(g(n)) — g(n) — n — g(g(n) + F(f(n)) - F(n) + g(m)| =
1f(f(n)—glg(n))+9(n)—f(n)| = lo(f (n))—g(g(n))+ F(f () —g(f (n)) +g(n)—f ()]
1 1
=101 = o)~ £m) + S(F) ~ sS ] < =142 =T <

6. Ajatellaan lamppuja kierrettivin n:ssi paikassa Tp, Ti, jne. niin, ettd operaa-
tiota S; tehtdessa lamppu L; on paikassa Tp. Olkoon v; 0 tai 1 sen mukaan, onko
paikassa T; sammuksissa oleva vai palava lamppu. Operaatio S; merkitsee, etti

vy korvataan luvulla v + va—1( mod 2) ja kierto sitd, ettd v;in tilalle tulee v;4;.
Liitetdan lamppujen tilaan kullakin hetkelld polynomi

P(z) =vy_g+ V3T + ...+ 02" 2+ v, gz,
Operaatio ja kierto merkitsevit, ettd polynomi muuttuu muotoon
Q%) = Vn1+ 23+ ...+ (Vg +vpg)z" L

Jos kéytetadn polynomikongruenssimerkintaa p(z) = g(z) mod r(z), jos p(z) — g(x)
on polynomin r monikerta ja lasketaan kertoimilla modulo 2, niin operaatio ja kier-
to merkitseviit, ettd Q(z) = zP(z) mod z" + z"! + 1. Kaytetddn timan jalkeen
=-merkkid tarkoittamaan polynomikongruenssia mod z" + z"! + 1. (a)-kohdan
todistamiseksi riittaa 16ytaa M (n) siten, etta zM() = 1. Koska tarkasteltavan kong-
ruenssin ekvivalenssiluokkien maira on aarellinen, on oltava z7 = z" joillakin ko-
konaistuvuilla ¢ < r. Mutta silloin 29 = 1. (b)- kohta tulee todistetuksi, jos
osoitetaan, ettd = 1, kun n = 2%, Nyt

M= ) =TT 4,

koska kertalukua n = 2* olevat binc toimet ovat ensi

kuun ottamatta parillisia. Siten

d ja viimeistd lu-

1=(1+ :"‘)z"z'" =gv-1,

(c)-kohdassa osoitetaan vastaavasti, ettd z¥-"+ = 1 kun n = 2* + 1. Samalla
tavalla kuin (b)-kohdassa saadaan

In’—l = (In+])nvl = ($_+_In)n~1 = g1 4 n(-D)

ja )
(143" = g,

josta vdite seuraa, kun sijoitetaan 1 +z"! = z".
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