Matematiikka-
olympialaiset
1992 Moskovassa

Matti Lehtinen
Eero Saksman

Valmennus Matematiikan 33.
olympialaisiin Moskovaan koos-
tui totuttuun tapaan kirjevalmen-
nusosuudesta ja valmennustilai-
suudesta. Kirjevalmennusosuu-
teen valittin Matemaattisten ai-
neiden opettajien liiton lukion
matematiikkakilpailun avoimen
sarjan 30 parasta ja perussarjan
9 parasta. Ensimmainen val-
mennuskirje postitettin  ennen
joulua 1991, ja aktiivisimmat eh-
tivét saada kuusi valmennuskir-
jettd. Ensimmainen valmennus-
kirje sisélsi laajemman, koko
“olympiamatematiikan”  katta-
maan pyrkineen teoriaosuuden,
ja mybhemmét kirjeet keskittyi-
vat tehtdviin. Teoriaosuus pe-
rustui Matti Lehtisen (Sotakor-
keakoulu) materiaaliin, ja tehté-
vékirjeet hoiti Eero Saksman
(Helsingin yliopisto).
Valmennettavista 17 aktiivisin-
ta osallistui viidenteen pohjois-
maiseen matematiikkakilpai-
luun, joka pidettiin 8. huhtikuuta
1992. Kukin kilpailija suoritti teh-
tdvat omassa koulussaan. Kil-
pailun pohjoismaiden kesken
kiertdva jarjestdmisvastuu oli
Tanskalla. Yhteensd 65:n kaik-
kia viittd pohjoismaata edusta-
neen kilpailijan joukossa parhaat
suomalaiset olivat Simo Suho-
nen (Sipoon lukio) kahdeksan-
nella sijalla, Tuomas Lukka
(Lappeenrannan lyseon lukio)

Kilpailupaikka, Moskovan
yliopiston 240 m korkea
paarakennus
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jaetulla yhdeksannelld sijalla,
Ville Voipio ja Kaarlo Véisdnen
(Helsingin Suomalainen Yhteis-
koulu) jaetulla 14:nnelld sijalla
sekd Larn Rajantie (Ressun lu-
kio, Helsinki) jaetulla 20:nnella
sijalla.

Olympiavalmennettaville  pi-
dettiin 1. - 4. kesdkuuta 1992
valmennustilaisuus Helsingin yli-
opiston matematiikan laitoksen
tiloissa. Valmennustilaisuuteen
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osallistui - mm. fysiikka- ja
kemiaolympialaisten paallekkai-
syyden vuoksi - vain seitseman
valmennettavaa. Valmennusta
antoivat Eero Saksman ja Matti
Lehtinen.  Valmennustilaisuu-
dessa pidettyjen kokeiden, aikai-
semman kilpailumenestyksen ja
valmennuksen yhteydessa saa-
dun arvioinnin perusteella olym-
piajoukkueeseen valittiin Erika
Andersson (Abo Katedralskola),
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Kilpailijoiden bussit odottavat toisen kilpailupaivén

paattymista.

Juha Kivijérvi (Hermannin lukio,
Salo), Lari Rajantie, Simo Suho-
nen, Ville Voipio ja Kaarlo Vaisa-
nen. Joukkueen johtajana toimi
Matti Lehtinen ja varajohtajana
Eero Saksman.

33. Kansainvéliset matema-
tiilkkaolympialaiset pidettiin Mos-
kovassa 10. - 21. heindkuuta
1992. Kilpailujen k&ytannon jar-
jestelyt hoiti Ven&jan opetusmi-
nisteri6. Tuomariston puheen-
johtajana oli prof. Juri Nesteren-
ko Moskovan yliopistosta, ja jar-
jestelytoimikunnan  sihteerina
seka jarjestelyjen yleisjohtajana

Galina Kuznetsova Vendjan
opetusministeridsta. Kilpailu-
joukkueita oli kaikkiaan 64

maasta. Neuvostoliiton hajoami-
sen seurauksena Kkilpailussa
esiintyivat seka Itsendisten Valti-
oiden Yhteisdn ettd Venajan,
Ukrainan, Valko-Venajan, Azer-
baidzanin, Armenian, Kazahsta-
nin joukkueet. Viisi viimeksi mai-
nittua samoin kuin Viro, Latvia ja
Liettua olivat mukana “ulkopuo-
lella kilpailun”. Kyseisten maiden
edustajat eivat saaneet mitaleja,
mutta osallistuivat mm. tuoma-
riston toimintaan taysivaltaisina.
Ensi kertaa mukana oli myds
Etela-Afrikan joukkue. Kilpailijoi-
ta oli yhteensa 351.
Joukkueenjohtajat kokoontui-
vat Moskovaan Saljut-hotelliin
laatimaan kilpailun tehtavasar-
jaa 10. heindkuuta, ja joukkueet
saapuivat Moskovaan varajohta-
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jien kera 13. heindkuuta. Kilpai-
lun avajaiset pidettiin Ismailovon
hotellikompleksin  auditoriossa
14. heindkuuta ja itse kokeet
Moskovan yliopiston tiloissa 15.
ja 16. heindkuuta. Palkintojenja-
ko ja péaéattajaiset pidettiin 20.
heindkuuta Ismailovon hotelli-
kompleksissa. Jarjestelyt eivat
sujuneet aivan rikkeittd: ennak-
ko- ja muu tiedotus oli totuttuun
verrattuna heikkoa, tuomariston
tyoskentelyolot huonohkot, tuo-
mariston tyén johto oli hapa-
roivaa, ja itse kilpailukokeiden
toimeenpano ja valvonta antoi-
vat aihetta moitteisiin. Kaikesta

huolimatta kilpailuista jai selvasti
positiivinen yleisvaikutelma: jar-
jestelyt onnistuivat ilmeisen vai-
keisiin olosuhteisiin katsoen hy-
vin.

Olympialaisissa jaettiin 27 en-
simméistd, 55 toista ja 82 kol-
matta palkintoa. Ensimmaisista
palkinnoista kuusi tuli Kiinaan, ja
Kiina sai myos ylivoimaisesti eni-
ten pisteitd maiden vélisessa
epavirallisessa joukkuekilpailus-
sa. Seuraavilla sijoilla olivat
USA, Romania, IVY, Englanti,
Vendja, Saksa, Unkari ja Japani.

Suomen menestys oli erittéin
vaatimaton. Yhtdk&an suoma-
laista ei palkittu mitalilla, ja mai-
den vdlisessd pistekilpailussa
Suomi oli 54. Henkil6kohtaises-
sa tulosluettelossa suomalaiset
olivat sijoilla 233 (Kivijarvi, Ra-
jantie), 263 (Suhonen), 289 (Voi-
pio) ja 317 (Andersson, Vaisa-
nen). Matematiikan harrastus-
pohjan ja -mahdollisuuksien laa-
jentamiseksi olisikin mita pikim-
min ryhdyttava tarmokkaisiin toi-
miin.

Seuraavat matematiikkaolym-
pialaiset pidetdan Istambulissa
Turkissa 1993, sitd seuraavat
Hongkongissa 1994 ja Kanadas-
sa 1995.

Ismailovon hotellikompleksissa voi kerralla yépya 10000
ihmista. Matematiikkaolympialaisten osallistujat sulautuivat
joukkoon lahes huomaamattomasti.
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Tuomaristo Moskovan
yliopiston rehtorin virkahuo-
neessa. Unkarin joukkueen
johtaja Joszef Pelikan -
kaksinkertainen kultamitalisti
1960-luvulta - tulkitsee.
Etuoikealla tuomariston
puheenjohtaja Nesterenko.

Matematiikkaolympialaisten
ainoa audiovisuaalinen
viline, tassa tulospalvelun
kiytossa.

Maiden pisteet

1. Kiina 239 22. Intia 107 43. Brasilia 48
2. USA 181 23. Kanada 105 44. Marokko 42
3. Romania 177 24. Belgia 100 46. Uusi Seelanti 41
4. IVY 176 25. Puola 90 47. Filippiinit 37
5. Englanti 168 Ruotsi 90 Kreikka 37
6. Venaja 158 27. Hongkong 89 50. Latvia 36
7. Saksa 149 Singapore 89 51. Macao 35
8. Unkari 142 29. ltalia 83 Portugali 35
Japani 142 30. Kazahstan 80 53. Kypros 34
10. Ranska 139 31. Norja 77 54. Suomi 33
Vietnam 139 32. Hollanti 71 55. Meksiko 32
12. Jugoslavia 136 33. Navalta 70 56. Sveitsi 30
13. Tsekkoslovakia 134 34. Argentiina 67 57. Liettua 26
14. lIran 133 35. Tunisia 64 Trinidad ja Tobago 26
15. Bulgaria 127 36. Turkki 63 59. Indonesia 22
16. Pohjois-Korea 126 37. Kolombia 55 60. Etela-Afrikka 21
17. Taiwan 124 38. Tanska 54 61. Viro 18
Ukraina 124 39. Armenia 53 62. Kuuba 17
19. Eteld-Korea 122 40. Mongolia 51
20. Australia 118 41. Espanja 50
21. lsrael 108 Thaimaa 50
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MATEMATIIKKAOLYMPIALAISET 1992

TEHTAVAT
ENSIMMAINEN KILPAILUPAIVA

1. Maarita kaikki kokonaisluvut a,b,¢, 1 < a < b < ¢, joille (a — 1)(b— 1)(c—~1) on luvun
abc — 1 tekija.

2. Olkoon R reaalilukujen joukko. Maaritd kaikki funktiot f : R — R, joille patee

(& + f() =y + (f(=))?
kaikilla 2,y € R.

3. Avaruudessa on annettuna yhdeksan pistetta, joista mitkadn nelja eivét ole samassa tasos-
sa. Pisteiden valisista janoista tasmalleen 1 kappaletta on varitetty sinisiksi tai punaisiksi, ja
loput ovat varittaimattomia. Maiirita pienin n, jolle valttamatta jotkin kolme sinista tai kolme
punaista janaa muodostavat yksivirisen kolmion.

TOINEN KILPAILUPAIVA

4. Tasossa on annettuna ympyra C, suora L, joka sivuaa C :ti, ja L:n piste M. Maarita
kaikkien niiden pisteiden P joukko, jolla on seuraava ominaisuus: on olemassa L :n pisteet Q
ja R siten, ettd M on janan QR keskipiste ja C kolmion PQR sisain piirretty ympyra.

5. Olkoon S airellinen pistejoukko kolmiulotteisessa avaruudessa ja muodostukoot joukot S,
Sy ja S; joukon S pisteiden kohtisuorista projektioista yz-, zz- ja Ty-tasoille. Merkitain
| A]:lla aarellisen joukon A alkioiden lukumaarai. Osoita, etta

IS < 182114115 |-

(Huom. Pisteen kohtisuora projektio tasolle on pisteen kautta piirretyn, tasoa vastaan kohti-
suoran suoran ja tason leikkauspiste.)

6. Jokaisella positiivisella kokonaisluvulla n mairitelldin S(n) suurimmaksi kokonaisluvuk-
si, jolle n? on k :n positiivisen nelisluvun summa kaikilla k = 1,2,...,S(n) (positiivisia
nelislukuja ovat luvut 12,22,32, ...).

(a) Todista, ettd S(n) < n? — 14 kaikilla n > 4.

(b) Maiirita kokonaisluku n, jolle S(n) = n? — 14.

(c) Todista, ettd S(n) = n? — 14 patee darettoman monella kokonaisluvulla 7.

Tyobaikaa 4,5 tuntia kumpanakin paivani. Jokaisen tehtdvan maksimipistemaira on 7.

DIMENSIO 9/92
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RATKAISUT

1. Jos jokin luvuista @, b, ¢ on pariton, on luvulla abc—1 parillinen tekija (a—1)(b—1)(c—1),
miki on mahdollista vain jos a, b ja ¢ ovat kaikki parittomia. Siispa luvut a, b ja ¢ ovat yhtiaikaa
parillisia tai parittomia.
Mikaili olisi @ > 4, voitaisiin arvioida
abc—1 a b c 456
(a=1)(b—-1)(c—1) Sa-1b—le—1-345

2,

mikd on mahdotonta.

Jos @ = 2, on luku (b—1)(c— 1) itsedéin suuremman ja parittoman luvun 2bc— 1 tekija.
Arvion 5+ (b—1)(c— 1) = 2bc+ 5 + ¢(2b — 5) + b(c — 5) > 2bc — 1 nojalla ainoaksi
vaihtoehdoksi jaa 2bc — 1 = 3(b— 1)(c— 1) eli (b — 3)(c — 3) = 5. Koska 5 on alkuluku, on
oltava b — 3 = 1 ja ¢ — 3 = 5. Loydettiin ratkaisu (@, b,c) = (2,4, 8).

Jos a = 3, niin ¢ > 7 ja 2(b— 1)(c— 1) jakaa itsedin suuremman luvun 3bc — 1. Koska
3.2(b—1)(c—1) = 3bc+6+(2b—6)c+(c—6)b > 3be—1, niin 3be—1 = 2-2(b—1)(c—1)
eli (b —4)(c —4) =11, josta seuraa b = 5, ¢ = 15.

Tehtavilla on ratkaisut (a, b, ¢) = (2,4, 8) ja (a,b,¢) = (3,5,15).

2. Merkitaan f(0) = a ja f(—a?) = b. Annetun funktionaaliyhtalén (=FY) nojalla f(b) =
F(0? + f(—a?)) = —a®+ a? = 0. Jos f(z) = 0, niin a = f(0) = £(0% + f(z)) = = + a2,
joten £ = a — a2. Siis b on funktion f ainoa nollakohta, jab = a — a?. Toisaalta f(b2 +a)=
F(0* + £(0)) = 0, joten on oltava & + a = a — a?, eli a? + b? = 0. Niin on osoitettu, etta
a= f(0)=0.

Sijoittamalla FY:ssi y:n paikalle f(y) ja £ = O nahdaan, ettd (A): f(f(y)) = y. Sijoit-
tamalla y = 0 saadaan (B): f(z?) = (f(z))2. Viimeksi johdetun yhtilon nojalla f(z) > 0,
kun z > 0. Koska 0 on ainoa nollakohta, niin (C): f(z) > 0, kun z > 0. Sijoittamalla FY:ssi
y:n paikalle f(y) ja soveltamalla tietoja (A) ja (B) nahdaan, ettd itse asiassa

(D) fz+y)=f(z)+f(y) kuinz >0jay€R.

Oletetaan, ettd > y. Silloin tiedon (C) nojalla f(z) = f(z — y) + f(y) > f(v), eli
funktio f on aidosti kasvava. Jos jollakin £ € R olisi z > f(z) niin seuraisi f(z) > f(f(z)),
ja tiedon (A) nojalla f(z) > z, miki on mahdotonta. Vastaavasti johdetaan ristiriita lahtien
oletuksesta z < f(z).

Ainoaksi mahdollisuudeksi jai, ettda f(:l:) = z kaikilla . Kaantien, identtinen funktio
toteuttaa selvasti annetun funktionaaliyhtalon.

3. Osoitetaan, ettd n = 33.

Selvastikin pisteiden yhdysjanoja on kaikkiaan 36. Mikéli 33 yhdysjanaa on viritetty, voi-
daan valita kolme pistetta niin, etta jokainen varittamatén yhdysjana paittyy johonkin niista
pisteistd. Merkitaan jaljellejaaneitd pisteita Ay, Ag, ..., Ag; jokainen niiden vilisista yhdysja-
noista on varitetty. Tarkastellaan seuraavaksi vain naiden pisteiden vilisia janoja. Pisteesta
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A; lahtee ainakin kolme samanviristid janaa; symmetrian nojalla voidaan olettaa, etti esim.
janat AyAg, A1A3 ja A1 A4 ovat punaisia. Jos nyt janoista AgAs, AyA4, A3zA4 on jokin
punainen, niin selvisti muodostuu punainen kolmio, jonka kirkeni on Aj. Jos taas viimeksi
mainitut janat ovat kaikki vihreiti, on kolmio A3 A3 A4 yksivarinen. {Itse asiassa tassa todistet-
tiin yksinkertainen verkkoteorian viittama, joka usein ilmaistaan muodossa: Kuuden henkilén
joukosta voidaan valita kolme, jotka ovat joko kaikki toistensa tuttuja tai kaikki tuntemattomia
toisilleen!] Niin on tullut osoitetuksi, ettd n < 33.

Todistus on valmis, kun konstruoidaan 32 yhdysjanan véritys siten ettei yksivarista kol-
miota muodostu. Merkitaan annettuja pisteita numeroilla 1,2,...,9. Varitetddn punaisiksi yh-
dysjanat 12, 13, 19, 18, 24, 25, 34, 35, 46, 47, 56, 57, 68, 69, 78, 79; jitetddn varittamatta
yhdysjanat 23, 45, 67, 89 ja viritetaan loput janoista vihreéksi. Tarkistus on mekaaninen.

4. Sivutkoon ympyri C suoraa L pisteessd P, olkoon O ympyran C keskipiste ja Py ym-
pyralla C siten, ettd Py Py on ympyran halkaisija. Olkoon S puolisuora, joka alkaa pisteesti
P3, on janan OM suuntainen ja sijaitsee ympyran C ulkopuolella. Todistetaan, ettd kysytty
pistejoukko muodostuu puolisuorasta S (johon ei lueta pistetta P5).

Riittda osoittaa, etta mikali pisteet PQR ovat kuten tehtivissa, niin janat PPy ja OM
ovat yhdensuuntaisia. Merkitain |PQ| = ¢, |QR| = a ja |RP| = b. Olkoon C' ympyra kol-
mion PQ R ulkopuolella, joka sivuaa sivua QR ja sivujen PQ ja PR jatkeita. Leikatkoon suora
PP, suoran L pisteessa P3. Kayttamalla hyviksi homotetiaa pisteen P suhteen, joka vie ym-
pyran C ympyrille C’', nihdain, etti C' sivuaa suoraa L pisteessi Ps. Merkitaan |QPs| = z
ja |RPs| = y. Tarkastelemalla pisteestd @ ympyrille C' piirrettyja tangentteja nahdaan, etti
pisteestid P ympyralle C' piirretyn tangentin pituus on c+ . Vastaavasti kyseiseksi pituudeksi
lasketaan b + y, joten £ — y = b — c. Toisaalta T + y = a, joten = = (a + b — ¢)/2. Sivut-
koon ympyra C sivuja PQ ja PR pisteissd R ja Qq. Merkitddn |[PRy| = u, |QP;| = v ja
|RQ1| = w. Koska |QR;| = |QPy|, niin u+v = ¢ ja vastaavasti v+w = a, w+u = b, joten
|RP| = |RQ1| = w = (a+b—c)/2 = |QPs|. Koska M puolittaa sivun QR, niin edellisen
nojalla se puolittaa myds janan P; Ps. Siispa kolmiot P, Py P3 ja O P, M ovat yhdenmuotoisia,
misti seuraakin janojen PP, ja OM yhdensuuntaisuus.

5. Merkitdin |S;| = a, |Sy| = b ja |S;| = c. Todistetaan viite induktiolla lukumairan |S|
suhteen.

Viite patee selviasti kun |S| = 1.

Oletetaan sitten, ettd viite on tosi kun |S| < N, N > 2. Tarkastellaan joukkoa S,
jolle |S| = N. Voidaan valita taso T', joka on yhdensuuntainen jonkin koordinaattitason kans-
sa ja joka jakaa joukon S kahdeksi osajoukoksi Sy ja Sy siten, etta N = [S1| + |Sz| ja
[S1] < N, |Sz2| < N. Induktiohypoteesin nojalla |S1|? < aibic ja |S2]? < agbyco, missa
a1 = |(S1)zl,-..sc2 = |(S2)z|. Voidaan olettaa, etta taso T' on yhdensuuntainen zy-tason
kanssa, jolloin a1 + a3 = a, by + by = b, ¢; < c ja ¢; < c. Induktioaskel on valmis, kun
havaitaan, ettd Cauchyn epayhtalén nojalla

ISI> = (IS1] + 1S2)? < (Varbier + Vazbacz)?
< e(varvby + Vo V2)? < c(ar + az)(b1 + b3) = abe.
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6. Sovitaan, etta ratkaisussa kaytettavat kirjainsymbolit edustavat aina kokonaislukuja. Sa-
notaan, etti luonnollisella luvulla m on k-esitys (k € {1,2, 3...}), mikili m voidaan lausua
k:n positiivisen neliluvun summana.

(a) Riittaa osoittaa, ettei millazn luvulla m > 16 ole (m — 13)-esitysta. Vastaoletuksen
mukaan voitaisiin kirjoittaa m = a;+4ag+9az+...+7r2a,+. .. jam—13 = a;+as+az+... ,
missd a; > 0. Vahentamalla yhtalot toisistaan saadaan 13 = 3ag + 8az + 15a4 + ..., misti
seuraa a; = 0, kun ¢ > 3, ja 3as + 8az = 13. Suora kokeilu osoittaa, ettei viimeksikirjoitettu
yhtalo toteudu positiivisilla ag, as.

(b) Todistetaan, ettd S(13) = 13?2 — 14. Osoitetaan ensin, etta luvulla 132 = 169
on k-esitys koostuen vain nelidistd 1,4 ja 9 kun 25 < k < 155 = 132 — 14. On ratkaistava
kokonaislukuyhtalot (A): a; +4ay+9az = 169 ja (B): a1 +az+as = k (a; 2> 0). Kun ay eli-
minoidaan pois, on yhtapitavasti ratkaistava 3as + 8az = 169 — k rajoituksella ag + ag < k.
Koska 2-3+4+8 = 14,5-3 = 15,2 -8 = 16 ja 169 — k > 14, niin voidaan kirjoittaa
169—k = 3-£+m, missa £ > 0 jam € {14, 15, 16}. Siis 16ytyy ei-negatiiviset , s niin, etta
169 — k = 3r + 8s. Mikili r < 7, valitaan a3 = T, a3 = 8. Muussa tapauksessa kirjoitetaan
r = 8u+v, missa 0 < v < 7, ja valitaan ag = v, ag = s+ 3u. Niin on 16ydetty ei-negatiiviset
az, as, joille 169 — k = 3as + 8a;3 jaay < 7. Lisiaksi as + a3 < 7T+ (169 - k)/s < k, kun
k > 25. Valitaan a; = k — ay — a3 > 0, jolloin kolmikko (a1, @y, a3) toteuttaa yhtalot (A)
ja (B).

Kirjoitetaan lopuksi k-esitykset luvulle 169 k:n arvoilla 1,2,...,24: 169 = 169 = 144425
=1444164+9=100+64+4+1=2.64+36+4+1=1444+94+4-4 =64+4-254+4+1
=64+364+4-16+4+1=4-364+94+4:-4=4-254+4-164+4+1=36+8-16+4+1
=3-36+5-94+4-4=4-254+3-16+5-4+1=8-164+4-94+44+1=2-36+9-9+4-4
=4.2542.-16+9-44+1=7:164+4:94+5-44+1=364+13-94+4-4=4.254+16+13-4+1
=6-164+4-94+9:44+1=17-944-4=4-254+17-44+1=5-164+4:-94+13-4+1
=17-94+3:-44+4-1

(c) Vaite seuraa b-kohdasta kun todistetaan, etta tiedosta S(X) = X? — 14 seuraa
S(2X) = (2X)? — 14, kun X > 8. Oletetaan siis, ettd S(X) = X2 — 14 ja X > 8.
Luvulle (2X)? saadaan k-esitykset, kun k = 1,2, 3, yksinkertaisesti kijoittamalla luvulle X2
vastaavat esitykset ja kertomalla puolittain luvulla 4. Toisaalta (2X)? = X2+ X2+ X2+ X?
ja kun tassi oikealla puolella kirjoitetaan ¢:nnelle summattavalle riippumattomasti 7;-esitykset
mahdollisilla 7;:n arvoilla saadaan luvulle (2X)? k-esitykset, kun 4 < k < (2X)? — 56. Ol-
koon vihdoin k = (2X)% — r, missa 14 < r < 55. Koska X2 > 8, on oletuksen mukaan
luvulla X? (X2 —r)-esitys X2 = a? +... + ag(,_ . Luvulle (2X )? saadaan k-esitys muodossa
(2X)?2=al+..+ak:  +(3X% 1%
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