Eero Saksman ja Matti Lehtinen:

Matematiikan olympiavalmennus ja
kansainvaliset olympialaiset 1990

atematiikan olympiavalmen-
M nus koostuitotuttuun tapaan

kirjevalmennusosuudestaja
valmennustilaisuudesta. Kirjeval-
mennusosuuteen valittiin - Mate-
maattisten aineiden opettajien liton
lukion matematiikkakilpailun avoi-
men sarjan 19 parasta ja perussar-
jan 16 parasta. Ensimmainen val-
mennuskirje postitettiin tammikuun
alussa, ja aktiivisimmat ehtivat
saada kuusi valmennuskirjetta.
Aikaisemmista vuosista poiketen
ensimmainen valmennuskirje sisal-
si laajemman, koko "olympiamate-
matiikan" kattamaan pyrkineen teo-
riaosuuden, ja myéhemmat kirjeet
keskittyivat tehtaviin. Kirjevalmen-
nuksen hoiti paaosin Eero Saks-
man.

Kaksikymmenta valmennukses-
sa aktiivisinta osallistui neljanteen
pohjoismaiseen matematiikkakil-
pailuun, joka pidettiin 5. huhtikuuta.
Kilpailun pohjoismaiden kesken
kiertava jarjestadmisvastuu oli talla
kertaa Suomella. Kaikkiaan 60:n
viittd pohjoismaata edustaneen kil-
pailijan joukossa parhaaseen piste-
maaraan paasi Jyvaskylan normaa-
likoulun lukion Kimmo Uutela. Kah-
denkymmenen parhaan  jouk-
koon sijoittuivat suomalaisista myds
Jarvenpdan lukion Mika Seppa ja
Tapiolan lukion Jukka Kohonen.

Olympiavalmennettaville pidettiin
1.-4. kesakuuta valmennustilaisuus
Helsingin yliopiston matematiikan
laitoksen tiloissa. Peruutustenjayh-
teensattumien vuoksi osallistuja-
maara jai kahdeksaan. Vaimennus-
ta antoivat Eero Saksman ja Matti
Lehtinen. Valmennustilaisuudessa
pidettyjen kokeiden, aikaisemman
kilpailumenestyksen ja valmennuk-
sen yhteydessa saadun arvioinnin
perusteella olympiajoukkueeseen
valittiin Kimmo Uutela, Mika Sepp4,
Jukka Kohonen, Jari Lappalainen
Tapiolan lukiosta, Janne Peltonen
Lahden yhteiskoulusta ja Jaakko
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Beijingin Vierai-
denkielten insti-
tuutti - matema-
tiikkaolympia-
laisten pitopaik-
ka.
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Ruohio Tainionkosken lukiosta.
Joukkueen johtajana toimi Eero

Saksman ja varajohtajana Matti -

Lehtinen.

Kiinan kansantasavallan vara-
opetusministerin Liu Binin 12. tam-
mikuuta 1990 ldhettdman kutsun
mukaisesti 31. Kansainvaliset ma-
tematiikkaolympialaiset  pidettiin
Beijingissa 8.-19. heindkuuta. Kil-
pailujoukkueita oli 54 maasta, ensi-
kertalaisina Japani ja Macao, ja kil-
pailijoita oli kaikkiaan 308.

Joukkueiden johtajat kokoontui-
vat laatimaan kilpailun tehtavasar-
jaa 8. heinakuuta, ja joukkueet saa-
puivat Kiinaan varajohtajien kera
10. heindkuuta. Kilpailun juhlalliset

avajaiset pidettiin Beijingin Haidian-
urheiluhallissa 11. heindkuuta ja
itse kokeet Beijingin Vieraiden kiel-
teninstituutissa 12. ja 13. heinakuu-
ta. Palkintojenjako ja paattajaiset pi-
dettiin 18. heindkuuta Kiinan kan-
sallisteatterissa. Paattajaisbanketti
jarjestettiin - Suuressa Kansojen
Hallissa. - Kilpailupaivina myos Kii-
nan opetusministeri¢ ja Kiinan ma-
temaattinen yhdistys jarjestivat
kumpikin johtajistolle illallistilaisuu-
den.

Kilpailun virallisen ohjelman lo-
maan oli jarjestetty runsaasti tutus-
tumiskaynteja Beijingin ja lahiympé-
ristdn nahtavyyksiin - joukkueet ja
johtajisto kavivat mm. Keisarin pa-
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Maiden joukkueiden

koot ja yhteispisteet:

Kiina
Neuvostoliitto
Yhdysvallat
Romania
Ranska
Unkari

DDR
Tsekkoslovakia
Bulgaria
Englanti
Kanada
Saksan liittotasavalta
[talia

Iran

Itavalta
Australia
Intia

Norja

Korean kansant.valta
Japani

Puola

Hong Kong
Vietnam
Brasilia
Jugoslavia
Israel
Singapore
Ruotsi
Kolombia
Hollanti
Korean tasavalta
Turkki
Thaimaa
Espanja
Marokko
Meksiko

Uusi Seelanti
Kuuba
Argentiina
Irlanti
Bahrain
Kreikka
Suomi
Luxemburg
Tunisia
Mongolia
Kuwait
Kypros
Filippiinit
Portugal
Indonesia
Macao

Islanti
Algeria
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230
193
174
171
168
162
158
153
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latsissa ja kesépalatsissa, Taivaan
temppelissd, Badalingissa Kiinan
muurilla ja Ming-dynastian keisari-
haudoilla. Kilpailijoille oli liiséksi jar-
jestetty kouluvierailu. Kilpailijat oli
majoitettu Vieraiden kielten insti-
tuuttiin, kohtalaisen askeettisiin
oloihin, ja johtajisto hyvatasoiseen
Fragrant Hill -hotelliin, jossa myds
tuomariston kokoukset pidettiin.
Kiinan poliittisen tilanteen aiheut-
tamat ennakkoarvelut ja -pelot
osoittautuivat sikali aiheettomiksi,
ettd tilanne Beijingissa kilpailuai-
kaan oli tdysin rauhallinen, eivatka
isdnnat mitenkaan erityisesti nayt-
taneet pyrkivan kayttamaan mate-
matiikkaolympialaisia kansainvali-
sen maineensa kohentamiseen.
Politikkaa ei edes virallisisaa pu-
heissa juuri sivuttu.
Olympialaisissa jaettiin 23 ensim-
maista, 56 toista ja 76 kolmatta
palkintoa. Ensimmaisistd palkin-
noista viisi jai Kiinaan, kolme tuli
Neuvostoliittoon ja Ranskaan, kak-
si Yhdysvaltoihin, Isoon-Britanni-
aan ja Romaniaan, ja yksi Intiaan,

Bulgariaan, Brasiliaan, ltaliaan,
Luxemburgiin ja Unkariin. Virheet-
tdémaan suoritukseen paasi kaksi
kiinalaista, yksi ranskalainen ja
Neuvostoliiton vain  15-vuotias
Eugenia Malinnikova, joka ylsi sa-
maan saavutukseen jo toisissa ma-
tematiikkaolympialaisissaan. Mai-
den vélisen epavirallisen yhteispis-
tekilpailun voitti Kiina. Seuraavina
olivat Neuvostoliitto, Yhdysvallat,
Romania ja Ranska.

Suomen menestys pysyi samalla
tasolla kuin muutamana viime vuo-
tena. llahduttavaa oli Kimmo Uute-
lan saama kolmannen luokan pal-
kinto. P&aavaikeuksiamme tuntuu
olevan saada kokoon sellainen
kuuden hengen joukkue, jonka kaik-
ki jasenet olisivat IMO-tasoa, osai-
sivat ratkaista luotettavasti ainakin
kaksi varsin vaativan tehtavasarjan
kuudesta tehtavasta. Joukkueem-
me parhaat ovat saannéllisesi suu-
rin piirtein verrattavissa mm. mui-
den pohjoismaiden parhaisiin, mut-
ta kdrkemme on kovin kapea.

Suomen joukkuetta Taivaan temppelisséa tulkki-huoltajansa seuras-
sa. Vas. Jaakko Ruohio, Jukka Kohonen, Jari Lappalainen, Mika
Seppé ja Kimmo Uutela.
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MATEMATIIKKAOLYMPIALAISET 1990
TEHTAVAT

ENSIMMAINEN KILPAILUPAIVA

1. Annetun ympyran janteet leikkaavat toisensa ympyran sisalla pisteessa E. Piste M on janan EB
sisapiste ja Y on pisteiden D, E ja M kautta kulkeva ympyra. Pisteen E kautta piirretty ympyran Y

|AM

tangentti leikkaa suoran BC pisteessa F' ja suoran AC pisteessa G. Merkitaan W = t. Maarita

E
suhde :Eg: suureen ¢ funktiona.

2. Tarkastellaan joukkoa F, joka koostuu 2n — 1 eri pisteesta, jotka kaikki sijaitsevat annetun ympy-
ran kehalla (n > 3). Naiista pisteista k kappaletta varjataan mustaksi. Kutsumme varitysta hyviksi,
jos ainakin yhdella parilla mustia pisteitd on se ominaisuus, ettd jommalla kummalla pisteparin maa-
raamalla ympyrankaarella on sisapisteina tasmalleen n joukon E pisteista.

Etsi pienin luvun k arvo, jolle jokainen joukon E k:n pisteen varitys on hyva.

2" +1 .
3. Maarita kaikki kokonaisluvut n > 1, joille n_: on kokonaisluku.

TOINEN KILPAILUPAIVA

4. Olkoon Q% positiivisten rationaalilukujen joukko. Konstruoi funktion f : Q* — Q7 siten, etta
flz f(z)) = % kaikilla z, y € Q1.

5. Olkoon annettu kokonaisluku ng > 1. pelaajat A ja B valitsevat vuorotellen kokonaislukuja n;,
ng, ... seuraavien saantojen mukaan. Tietden luvun ng; pelaaja A valitsee vuorollaan mielivaltai-
sesti luvun nok41, joka toteuttaa ehdon nox < nogy1 < n,. Pelaaja B, joka tietdad luvun nagyq,
N2k+1
— =9
- . . . - v, e nok+2
missd p > 2 on alkuluku ja r > 1 on kokonaisluku (luvut p ja r eivat ole kiinteita). Pelin aloittaa
pelaaja A.

valitsee puolestaan vuorollaan mielivaltaisesti luvun ngj 4.2, jonka tulee toteuttaa ehto

Pelaaja A voittaa pelin valitsemalla luvun 1990.
Pelaaja B voittaa pelin valitsemalla luvun 1.

Milla luvun ng arvoilla

(a) pelaajalla A on voittostrategia,
(b) pelaajalla B on voittostrategia,
(¢) kummallakaan pelaajalla ei ole voittostrategiaa?

6. Osoita, ettd on olemassa konveksi 1990-kulmio, jolla on seuraavat kaksi ominaisuutta:

(a) kaikki monikulmion kulmat ovat yhta suuret,
(b) monikulmion sivujen pituudet ovat luvut 12, 22, 32, ... 19892, 19902 jossain jarjestyksessa.

Tyoaikaa kumpanakin paivana 4,5 tuntia. Kaikki tehtavat samanarvoisia, maksimipistemaara
joka tehtavasta 7.
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RATKAISUT

1. Osoitetaan ensin, etta piste A on pisteiden G ja C valissa. Selvastikin (piirrd kuvio!) LEDM <
LEDB. Yhta suurina kehakulmina /ZFEB = LEDM ja LCAB = /BDE. Téiten LFEB < LCAB,
mista vaite seuraakin.

Piirretaan kuvioon janat DA, DM ja DB. Nyt LCEF = (DEG = LEMD (kehdkulmat) ja
LFCE = (MAD. Silloin ACEF ~ AAMD ja CE/EF = AM/DM. Toisaalta LZECG = LDBM
ja {CGE = (CEF - (LECG = (DME -~ (DBM = {MDB, joten ACGE ~ ABDM ja GE/CE =
DM /M B. Kertomalla keskenaan johdetut verrannot saadaan

GE AM _ tAB i
EF ~ AB  (1-t)AB 1-t

2. Sanomme kahta E'n pistettd naapureiksi, mikali jommalla kummalla pisteiden valisistd ympy-
rankaarista on sisipisteind tasmalleen n joukon FE pistettd. Etsimme pieninta lukua k, jolle jokainen
E'n k-alkioinen osajoukko sisaltaa ainakin kaksi pistetta, jotka ovat naapureita.

Yhdistetaan jokaiset kaksi naapuria janalla. Koska joka pisteelld on tasan kaksi naapuria, syntyy
yhdestd tai useammasta suljetusta murtoviivasta koostuva kuvio. Numeroidaan E:n pisteet ympyran
kehalla jarjestyksessd numeroin 0, 1, 2, ..., 2n — 2. Talléin kuvioon kuuluva murtoviiva sisaltaa
pisteet r + s(n + 1) mod 2n — 1, missa r on jokin kyseisen murtoviivan piste ja s =0, 1, ..., 2n —2
(samat pisteet saattavat esiintyo jonossa useamminkin). Ilmeisesti jokaisen suljetun murtoviivan
karkien lukumaara on (2n — 1)/d, missa d = (2n — 1, n + 1). On olemassa kaksi vaihtoehtoa:

(i) Jos 2n — 1 ei ole jaollinen kolmella, niin

d=2n-1,2n+1))=(2n-1,2n-1)4+3)=(2n—-1,3) = 1.
Suljettuja murtoviivoja on vain yksi.
(1) Jos 3 | (2n — 1), niin d = 3. Suljettuja murtoviivoja on kolme.
Taman jalkeen pienin luvun k arvo on helppo paatella kummassakin tapauksessa erikseen. Va-
ritys on hyva jos ja vain jos kaksi saman suljetun murtoviivan perakkaista pistettd on mustia. Ta-
pauksessa (i) pienin k on n, tapauksessa (ii) pienin k:n arvo on

3<2n_1——;->+1:n—1.

6

3. Osoitetaan, etta ainoa ratkaisu on n = 3. Oletetaan etta n = 3*¥d, missa k > 0 ja (d, 6) = 1 on
ratkaisu. Osoitetaan ensin, etta k < 1. Olkoon k > 2. Sovelletaan kaavaa 23+1 = (z+ 1)(z? —z +1)
induktiivisesti; saadaan

k-1
2 1=2" 1= (20 41) I (2270 - 27+ 1)

m=0

Kun kaytetaan hyvaksi tietoa 26 = 1 mod 9 ja kokeillaan arvojat = 1, 3, 5 nahdaan, etta 22 —2'+1 =
3 mod 9 kaikilla parittomilla ¢. Siispa ylla olevassa hajotelmassa tatd muotoa olevat tulon tekijat
eivat ole jaollisia 9:113. Koska kuitenkin 2" + 1 (joka on jaollinen n2:lla) on jaollinen 32*:lla, niin
2¢ 4+ 1 on jaollinen 3*:lla. Mutta kun sovelletaan tietoja (d, 6) = 1 ja 26 =1 mod 9 sekd kokeilemalla
arvoja d = 1 ja d = 5 nahdaan, etta 9 ei ole (2¢ + 1):n tekija. Siis k = 0 tai k= 1.

Todistetaan sitten, ettd d = 1. Tahan tarvitaan aputulos: jos a” = a” = 1 mod p, niin a(r,s) = 1
mod p. Aputuloksen todistamiseksi valitaan € pienimmaksi eksponentiksi, jolle a* = 1 mod p. Jos r
ei ole jaollinen €:lla, niin r = fe + ¢, missa 0 < g < €. Talléin a9 = a’**9 = a” = 1, mika on vastoin
£:in maaritelmaa. Tasta seuraa a(™*) = ah€ = 1 eli viite.
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Oletetaan sitten, ettd d # 1. Olkoon p luvun d pienin alkutekiji. Valttamattd p > 5. Koska
2" + 1 on jaollinen p:lla, 2" = —1 mod p eli 22" = 1 mod p. Toisaalta Fermat’n pienen lauseen
nojalla 2°=! = 1 mod p, joten aputuloksen perusteella 2 = 1 mod p, missa j = (p—1,2n). Nyt
joko 2n = 2d tai 2n = 6d, ja (j, d) = 1. Tasti seuraa, ettd j|6 eli j on jokin luvuista 1, 2, 3 ja 6.
Koska 27 — 1 on jaollinen p:1la, niin jokin luvuista 1, 3, 7 ja 63 on jaollinen p:lla. Ainoa mahdollisuus
on p = 7. Toisaalta kokeilemalla eksponenteilla 0, 1, 2, ..., 5 ndhdaan, etta 2™ 4 1 ei ole millaan
kokonaisluvulla m jaollinen 7:11a. Oletus 7|(2" + 1) johti siis ristiriitaan.

On siis d = 1, ja ainoa ratkaisun >lonn=3!-1=3.

4. Sijoittamalla funktionaaliyhtdloon & = 1 nahdaén, ettd y = f(1)/f(f(y)). Jos f(y1) = f(y2), niin
Y1 = Y2, eli f on injektio. Sijoittamalla edelleen y = 1 saadaan f(f(1)) = f(1), joten injektiivisyyden
perusteella f(1) = 1. Siis

1
(1) f(f() = v
kaikilla y. Tastd ja funktionaliyhtalosta seuraa f(1/y) = 1/f(y). Kun alkuperaiseen yhtaloon sijoi-
tetaan y = f(1/t), saadaan

(2) f(at) = f(2) ().

Heti ndhdéan, ettd ehdot (1) ja (2) toteuttava funktio f toteuttaa tehtdvan funktionaaliyhtalon.
Ehdon (2) toteuttava funktio voidaan maéritella mielivaltaisesti alkuluvuille p; ja laajentaa se
positiivisten rationaalilukujen joukkoon kaavalla

(3) f@Upe? - .pp*) = f(p1)" f(p2)™* .. f(px)™-

(ni:t kokonaislukuja). Tallainen funktio toteuttaa ehdon (1) jos ja vain jos se toteuttaa ehdon (1)
kaikilla alkuluvuilla. Olkoon p; j:s alkuluku. Maaritellian f(p2;) = paj—1 ja f(p2j—1 = 1/p2j. Suora
lasku osoittaa, ettd f(f(p) = 1/p kaikilla alkuluvuilla. Tehtavan ehdot toteuttava funktio saadaan,
kun tdmai funktio laajennetaan positiivisten rationaalilukujen joukkoon kaavalla (3).

5. Merkitaan Wy:lla, Wpg:lla ja Wyp:lla niiden lukujen ng joukkoja, joilla A:lla on voittostrate-
gia, B:lla on voittostrategia tai kummallakaan pelaajalla ei ole voittostrategiaa. Oletetaan, etta
{m, m+1,...,1990} C W4. Todistetaan ensin, ettad jos mp" < s < 1990, missa p” on suurin s:n
alkulukupotenssimuotoinen tekija, niin myds ehdon /s < ng < m toteuttavat luvut ng kuuluvat
joukkoon W,. Jos nimittain /s < no < m, niin A voi valita n; = s. Silloin pelaaja B joutuu
valitsemaan ehdon m < s/p” < ny < s < 1990 toteuttavan luvun n,. Koska ny € Wy, A voittaa.

Koska 452 > 1990, niin {45, 46, ..., 1990} C Wa4. Valitsemalla m = 45, s =420 =22.3.5.7
nahdian, etta {21, 22, ..., 44} C W4. Muuttujien arvot m = 21, s = 168 = 23.3.7; m = 13,
s=105=3-5-Tjam=11,s =60 =22 .35 antavat {13, 14, ..., 20} C Wa, {11, 12} C W4 ja
{8, 9, 10} C W4. Siis {8, 9, ..., 1990} C W,4.

Olkoon sitten ng > 1990. Nyt pelaaja A voi valita valilta [ng, ng + 142] luvun ny, joka on jaol-
linen luvulla 143 = 11 - 13. Silloin pelaaja B joutuu valitsemaan luvun n,, jolle patee 11 < ny <
(1424 ng)/2 < no. Kun pelaaja A soveltaa tata taktiikkaa riittdvan kauan, joutuu pelaaja B lopulta
valitsemaan luvun valilta [11, 1990], jolloin A pystyy varmistamaan voiton. Siis kaikki lukua 1990
suuremmat luvut kuuluvat joukkoon Wy.

Tarkastellaan sitten tapausta ng < 5. Koska pienin kolmen eri alkuluvun tulo on 30 = 2-3.5, niin
pelaaja A joutuu valitsemaan luvun, joka on enintain kahden alkulukupotenssin tulo. Taman jalkeen
B voi valita seuraavaksi luvuksi joko pienemmén naista alkulukupotensseista tai perati luvun 1; joka
tapauksessa ny < no. Jatkamalla nain pelaaja B voi valita luvun 1 ja voittaa. Siis {2, 3, 4, 6} C Wp.

Jos ng = 6 tai 7, on pelaajan A valittava havion valttaakseen joko n; = 30 = 2 -3 -5 tai
n; =42 = 2-3-7. Taman jalkeen B:n on valittava ny = 6. Valitsemalla vuorotellen 6, 30, 6, jne.
pelaajat voivat estda toistensa voiton. Siis {6, 7} = Wr.
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6. Todistetaan hiukan yleisempi tulos, jossa 1990 korvataan luvulla n. Oletetaan, etta n = prs,
missa luvut p, r ja s ovat ykkosta suurempia eika niilla ole yhteisia alkutekijoita. Jos f, g ja h ovat
mielivaltaisia kahden kokonaisluvun funktioita, niin patee

—1r—1s-1

) Z YN etlratkoatlor(f(k, 1) + g(1, §) + h(j, k) = 0.

j=0k=01=0

Jos nimittain erotetaan summasta erilleen se osa, joka sisaltaa funktion f, saadaan nolla, silla
;’;é emijrs/n — Z’?;é 2™/ miks haviia geometrisen sarjan summan kaavan perusteella. Sa-
moin paatellaan, etta myds funktion g ja funktion h sisaltavat summan osat haviavat.

Seuraavaksi havaitaan, etta luvut jrs+ kps + lpr, missa 0 < j <p,0 <k <rja 0 <! < s muo-
dostavat taydellisen jaannosluokan modulo n, silla niita on yhteensa n kappaletta ja mitkdan kaksi
eivat ole kongruentit keskenaan: jos jirs + kips + lipr = jars + kaps + lopr mod n, niin p|(j; — j2)
jne. Lisaksi luvut jrs+ ks +1 missa 0 < j < p, 0 <k <rja0 << skayvat lapi tdsmalleen luvut
0,1,2,...,n—-1.

Kirjoitetaan binomikaavan avulla (jrs + ks + [ + 1)2 muotoon f(j, k) + g(k, ) + h(l, j) (nain
voidaan tehda useammallakin tavalla) ja sijoitetaan nain valitut funktion yhtaloon (4). Edelld tehdyt
huomiot takaavat, etta

n—-1
Z 27rzt/nm =0,
;=
t=0
missa mg, My, Mo, ..., My_y ovat luvut 1, 2, ... n jossain jarjestyksessa.
Tulkitaan kompleksiluvut tuttuun tapaan geometrisesti ja muodostetaan murtoviiva, jonka perat-
taisind sivuina ovat kompleksiluvut m3, m3e?™/" mZe2™2/n . m2_ e?"i(n=1)/" T3ll5in murto-

viivan perattaisten sivujen vilinen kulma on sama ja murtoviiva on suljettu. On viela osoitettava, etta
murtoviiva sijaitsee toisessa niista puolitasoista, jotka sen mielivaltainen sivu maarai. Tarkastellaan
esimerkiksi sivua my. Voidaan olettaa, etta se sijaitsee positiivisella reaaliakselilla. Kompleksiluvuilla
m2e?™t/" 0 < t < [n/2] on positiivinen imaginaariosa m2sin(2wt/n), joten vastaava monikulmion
osa sijaitsee ylemma.ssa puolitasossa. Jaljelle jadva osa monikulmioa voidaan ajatella konstruoiduksi
niin, etti vektorit —m,e?™ /" t =n—1,n-2,..., [n/2]+1, asetetaan tissa jirjestyksessa peratysten
niin, etta ensimmaisen alkupiste on origossa. Kuten edella, nahdaan, etta tamakin osa monikulmioa
on ylemmassa puolitasossa. Todistus on vastaava muiden sivujen osalta.

Alkuperainen tehtiava on tullut ratkaistuksi, silla 1990 = 2 -5 - 199.
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