FERMATN VAITTAMA :
ENTINEN HYPOTEES!I VAI TULEVA TEOREEMA?

Matematiikan merkitys maailman
muuttajana ja edistyksen tukipila-
rina on Kiistaton, ja kaytdnnén
tarpeiden sanelemat matematii-
kan ongelmat ovat kiinnostavia ja
moninaisia. Kuitenkin monen
matemaatikon eldman todellise-
na kayttdvoimana toimivat sellai-
set ongelmat, joiden merkitys si-
séltyy niihin itseensa. Téllaisista
ongelmista kiehtovimpia on jo pit-
ké&an ollut Fermat'n hypoteesi. Uu-
tisvalineet kertoivat viime vuoden
kesédkuun 23:ntena, ettéd englan-
tilainen matemaatikko Andrew
Wiles on ilmeisesti todella rat-
kaissut Fermat'n ongelman eli
todistanut, etta jos x, y ja z ovat
kokonaislukuja ja n> 2, niin yhta-
16sta
Xn + yn = Zn

seuraa valttdmatta xyz = 0. Uuti-
nen oli monelle tavallaan surulli-
nen: yksi matemaatikon tavoite
otettiin pois. Samalla tuntui ha-
vinneen mahdollisuus esittda
maallikollekin helposti selitettdva
esimerkki todella vaikeasta ma-
temaattisesta ongelmasta — esi-
merkiksi kuuluisan Riemannin hy-
poteesin ymmartdminen vaatii
. paljon enemman taustatietoa, ja
nelivériongelma on jo selvitetty.
Fermat'n ongelman historia on
melkein yhté pitka kuin itse mate-
matiikan. Toisen ajanlaskumme
alkua edeltdvan vuosituhannen
alkupuolella nuolenpééakirjoituk-
sella piirretty babylonialainen sa-
vitaulu, joka nykydan tunnetaan
nimella Plimpton 322, siséltaé sys-
temaattisen taulukon ehdon
x2 +y? = z? toteuttavista koko-
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naisluvuista, Pythagoraan kolmi-
koista. Hellenistisen antiikin ajan
suurin babylonialaisen aritmeet-
tis -algebrallisen perinteen jatka-
ja Diofantos kasitteli noin v. 250
kirjoittamassaan Arithmetica
-teoksessa mm. kokonaisluvun
nelién jakamista kahdeksi ratio-
naaliluvun nelidksi samoin kuin
nelién jakamista kolmeksi neljan-
neksi potenssiksi.

Matematiikan kehitys ei ole ol-
lut jatkuvaa eikd aina edistysta.
Antiikin monessa suhteessa lois-
tavat matemaattiset saavutukset
unohtuivat Rooman valtakunnan
ja hellenistisen kulttuurin sorrut-
tua keskiajan alussa, ja vasta
keskiajan lopulla ja renessanssin
aikaan lansimainen matematiikan
harrastus alkoi elpya. Antiikin ma-
tematiikka tuli uudelleen tunne-
tuksi, kun klassikoiden yleensa
kreikankielisid, usein vain arabi-
ankielisind k&danndksina sailynei-
ta tekstejéd kdannettiin latinaksi.
Suurista antiikin matemaatikoista
juuri Diofantos oli viimeisid, joita
kaannettiin. Ensimméinen Diofan-
tos -latinannos on vuodelta 1575,
javuonna 1621 painettiin ranska-
laisen Bachet'nlaitos, jossa alku-
perdisen kreikkalaisen tekstin li-
séksi oli latinankielinen k&dannos
ja kommentteja. Juuri tama kirja
oninspiroinut Fermat’n ongelman.

Pieni kirjoitus marginaa-
lissa, suuri harppaus
ihmiskunnalle

Pierre de Fermat (1601-65) ei
ollut matemaatikko koulutuksel-
taan tai ammatiltaan — harvat noi-
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na vuosina olivatkaan. Han oli
juristi ja ilmeisen pateva sellai-
nen, ja matematiikka oli hanen
vapaa-ajan harrastuksensa. Tun-
netun kirjan The Mathematics of
Great Amateurs tekija Julian Lo-
well Coolidge ei kuitenkaan suos-
tunut siséllyttimaan Fermat'ta
teokseensa, "koska han on niin
suuri, ettd hanté taytyy pitaa am-
mattilaisena”. Matemaatikkona
Fermat oli todella ensi fuokan
nero: han on Descartesin ohella
analyyttisen geometrian keksija
jahénen panoksensa matemaat-
tisen analyysin syntyvaiheissa on
merkittdva. Mutta legendan
Fermat’sta tekevédt hanen luku-
teoreettiset havaintonsa, joista
kaytetyin on Fermat'n pienilause:
jos pon alkuluku ja ajaoton plia,
niin a*' - 1 on jaollinen pill&.

Fermateijulkaissuttuloksiaansa-
moin kuin nykyajan matemaatikot.
Han kirjoitti kirjeita ja kommentteja
lukemiinsa kirjoihin. Fermat'n kom-
mentein varustetun Bachet’n
Diofantos-kdannoksen julkaisi
Fermat'n poikav. 1670. Sen myéta
tuli julki koko joukko Fermat'n tu-
loksia ja myds Fermat'n hypotee-
sikokonaislukujen n:nsien potens-
sien summista. Fermatilmoittil6y-
taneensa vaittdmalle "ihmeellisen
todistuksen, joka kuitenkin on lii-
an pitk&@ kirjan marginaaliin mer-
kittavaksi”.

Ensimmdinen Fermat'n tulok-
sia todistellut matemaatikko oli
Euler. Han 16ysi Fermatlta vir-
heen: muotoa 22" + 1 olevat luvut
eivat olekaan kaikki alkulukuja,
toisin kuin Fermat oli esittanyt.
Kaikki muut Fermat'n véittamat
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ovat osoittautuneet aikaa myéten
tosiksi, paitsi kokonaislukujen
n:nsien potenssien summaa kos-
keva vaite. Tésta johtuu, etta ky-
seistd hypoteesia usein nimite-
tdan Fermat’n viimeiseksi lau-
seeksi. Nimitys on tuonut ylei-
seen kayttdéoén myds Ilyhenteen
FLT - Fermat's Last Theorem.

Fermat itse todisti vaittaménsa
varmasti tapauksessa n = 4; kos-
ka todistus tapauksessa n=3 on
samanlainenja Fermatkirjeissaan
iimoittaa osaavansa todistaa asi-
an, on uskominen, etté tapaukset
n=3ja n =4 selvitti jo Fermat.
Taydellisemmin nama tapaukset
kéasitteli Euler.

1800-alkuun mennessa
Fermat'n perinté alkoi olla perat-
tua: vain suuri lause, nyt oikeute-
tusti viimeinen lause, oli avoin.
Vuonna 1816 Ranskan akatemia
julisti hypoteesin todistuksesta
palkintokilpailun; kilpailu uusittiin
vuona 1850. Ensimmaisia yleisia
tuloksia Fermat’n ongelmasta sai
erés kaikkein ensimmaisista nais-
puolisista matemaatikoista, rans-
kalainen Sophie Germain, joka
todisti 1820-luvulla, etta jos seka
nettd 2n + 1 ovat alkulukuja ja
X" + y" = z", niin n on tekijana
ainakin yhdessaé luvuista x, yja z.
(Sen mukaan, sallitaanko n:n ja-
kaa tulo xyz vai ei, puhutaan
Fermat'n hypoteesin toisesta ja
ensimmdéisestd tapauksesta;
Germainin todistus selvitti siis osan
ensimmaisesta tapauksesta.)

1800-luvun  alkupuolella
Fermat'n hypoteesi todistettiin
tapauksissa n=5 (Peter Lejeune
Dirichlet ja Adrien Marie Legen-
dre), n = 14 (Dirichlet), n = 7
(GustavLamé). Vuosina 1844-47
Ernst Eduard Kummertekiperus-
tavaa tutkimusta lukukuntien pa-
rissa, tavoitteenaan ennen muu-
ta Gaussin ja Legendren neli6i-
denjakojaanndksia koskevan teo-
rian yleistdminen. Tdman ty6n
seurauksena Fermat’n hypoteesi
tuli todistetuksi kaikille alkulu-
kueksponenteille, jotka ovat saan-
néllisid; sdanndllisyys puolestaan
voitiin tarkistaa ns. Bernoullin lu-
kujen avulla. Osoittautui, etta sa-
taa pienemmisté alkuluvuista vain
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37,59 ja 67 ovat epasdanndllisia;
kaikille muille Fermat’'n hypoteesi
on voimassa. Myéhemmin Kum-
mer esitti mutkikkaita menetel-
mid hypoteesin kasittelemisek-
simyds epdsaanndllisten ekspo-
nenttien tapauksessa; hanen tu-
lostensa perusteella Fermat'n
hypoteesi tuli todistetuksi kaikilla
100:aa pienemmilld alkulukueks-
ponenteilla. Kummer sai Rans-
kan Akatemian palkinnon.

Lause toteen —
satatonnia kiteen

Fermat'n hypoteesi on synnytta-
nyttoisenkin palkintokilpailun, yha
voimassa olevan. Rahat, alkuaan
100000 Saksanmarkkaa, palkin-
toon lahjoitti saksalainen |a&kari
Paul Wolfskehl vuonna 1908, ja
kilpailu jatkuu 13:nteen syyskuu-
ta 2007, ellei todistusta sitd en-
nen I6ydy. Saksan inflaatio ja
maailman mullistukset ovat sy6-
neet Wolfskehlin palkinnon paa-
omaa, mutta se onedelleen 10000
Saksan markan suuruusluokkaa.
Palkinnosta paattaa Géttingenin
tiedeakatemia. Se on vuosien
mittaan joutunut ottamaan vas-
taan tuhansia yleensé melko al-
keellisia todistusyritelmia.
Fermat’n hypoteesintimoiltaon
my&s Suomessa, Turun Yliopis-
tossa, tehty erittdin merkittavaa
ty6ta. Kustaa Inkerin tulos vuo-
delta 1953 kertoo eksponentista
riippuvan rajan, jonka yléapuolelta
yhtalén mahdolliset ratkaisut 16y-
tyvat. Uusimpiin kuuluva arvio,
jonka mukaan Fermat'n hypotee-
si on tosi kaikilla alkulukuekspo-
nenteilla p < 4000000, on tutkija-
ryhmélta, johon kuuluvat turkulai-
set Reijjo Ernvall ja Tauno Met-
sdnkyld. Yhdistettyna Inkerin ar-
vioihin tdma merkitsee, etta
Fermat'n hypoteesin mahdolliset
vastaesimerkit tulisivat olemaan
lukuja, jotka ylittaisivat kaikki ka-
sittelymahdollisuudet. Silti tallai-
sia lukuja saattaa olla olemassa.
1980-luvulta alkaen on run-
saammin tutkittu Fermat'n hypo-
teesin yhteyksid erilaisiin geomet-
risluonteisiin olettamuksiin. Mer-
kittava edistysaskel oli saksalai-

sen Gerd Faltingsinvuonna 1983
antama todistus ns. Mordellin hy-
poteesille, jonka mukaan varsin
yleisen ehdon tayttédvan rationaa-
likertoimisen polynomin Q(x, ¥)
méarittelemalld kayrélla Q(x, y) =0
on vain &arellinen maara ratio-
naalilukukoordinaattisia pisteita.
Yhteys Fermat'nongelmaan ndh-
daan, kun tarkastellaan polyno-
miaQ(x, y) = x"+ y" - 1. Falting-
sin tulos on johtanut lukuisiin tar-
kennuksiin,jotka ovat puristaneet
mahdolliset vastaesimerkit yha
ahtaammalle. Fermat'n vaittdman
todistukseen ei silti titakaan tieta
ole paésty.

Wilesintodisyrityksen lahtékoh-
ta on japanilaisen Yutaka Ta-
niyaman 1955 esittdmé olettamus
rationaalikertoimisten elliptisten
kayrien ominaisuudesta, jonka yk-
sityiskohtaisempi kuvaus on ja-
tettavé eksperteille. Saksalainen
Gerhard Frey havaitsi 1982, etta
jos aP + bP = ¢P, niin elliptisella
kayrélld y? = x(x - aP)(x + bP) ei
ole Taniyaman oletuksen mukais-
ta ominaisuutta. Jos siis Taniya-
man olettamus on tosi, myds
Fermat'n hypoteesiontosi. Freyn
alkuperainen todistus oli aukkoi-
nen, mutta Jean-Pierre Serre ja
Kenneth Ribet tdydensivat sen.
Useimmat ekspertit uskovat, etta
Taniyaman hypoteesiontosi. Sen
todistaminen tuntui kuitenkin erit-
tain vaativaltatehtéavalta. Andrew
Wiles teki ongelman kanssa ty6ta
kuusi vuotta, ennen kuin oli val-
mis ilmoittamaan onnistumises-
taan. Mutta Fermat'n ongelma ei
vieldkdén ole luovuttanut. Wile-
sin todistuksesssa on puute, jota
ei tata kirjoitettaessa - tasan vuo-
si Wilesin ilmoituksen jalkeen -
vield ole saatu korjatuksi. Janni-
tys ikivanhan ongelman ympaérilla
jatkuu. Ja yleinen menetelma ko-
konaislukuyhtaididen ratkaisemi-
seksi odottaa keksimistaan. Vuo-
sisatamme lukuteorian suurmie-
hen, André Weilin sanoin:
"Fermat’n hypoteesin todistami-
nen muistuttaa Mount Everestille
kiipedmista. Mies, joka yrittda
Everestille mutta jaa sadan met-
rin paahan huipusta, ei ole kiiven-
nyt Everestille.”
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